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260. Die Umkehrungafiinotion des eUiptisohen Integr&Ls erster Gattung. 
Formulining des Problems der Theorie der eUiptisohen Modulftinotion. 

Die Periodicitötsmoduln 4K und 2K'i des elliptischen Integrales 
erster Gattung mit dem Modul je? = x genügen, wie in der Nr. 248 
(Bd. n, 1, S. 477) gezeigt worden ist, als Functionen von aufgefasst 
der Legendre'schen Differentialgleichung 

(L) ^(i_^)^ + (l_2^)g--L« = 0. 

Das eingehende Studium dieser Differentialgleichung soll uns zunächst 
beschäftigen. 

Um gleich die Beziehung der anzustellenden Erwägungen zu der 
Theorie der elliptischen Transcendenten hervorzuheben, bemerken wir, 
dass das Integral erster Gattung 

^ ( ^ ^^ = — I ^^ ( * = ~) 

eine Function der beiden von einander unabhängigen Variabein y 
und ist. 

Während man nun in der Theorie der elliptischen Transcendenten, 
wie sie von Abel und Jacobi begründet worden ist, vorwiegend q> 
als Function von y studirt, indem man dem Modul ss einen beliebigen, 
aber festen Werth beilegt, haben wir es umgekehrt mit der Unter- 
suchung von q> als Function des Moduls e zu thim, wobei wir dem y 
einen constanten Werth beilegen. Für ein beliebiges y befriedigt das 
Integral 9 Qffenbar (vergl. die Gleichung (22), Nr. 234, Bd. 11, 1, S. 420) 
die nicht homogene lineare Differentialgleichung 

Sohleiinger, Differentialgleiohimgeii. 11,8. 1 
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wir betrachten nur diejenigen y-Werthe, for welche das Glied auf der 
rechten Seite verschwindet; was offenbar keine wesentliche Beschran- 
knng ist. 

In der Theorie der elliptischen Functionen spielt die ümkehrnngs- 
fanction y als Function Ton q> eine wichtige Rolle, ja sie wird sogar 
seit Abel und Jacobi zur Grundlage der Theorie gemacht, weil sie 
eine eindeutige Function ist. Und zwar ist y nicht allein eine ein- 
deutige Function von tpy sondern die Darstellung dieser Function 

y s= sin am q> 

durch die Jacobi'sche Thetafimction lasst auch erkennen, dass y in 
sehr übersichtlicher Weise von dem Quotienten 



X = 



der beiden completten Integrale abhängt. Aus dieser Darstellung der 
Function sin am erhält man, indem man dem q> geeignete constante 
Werthe beilegt, eine Darstellung des Moduls x = j/je; als Function 
von r, welche lehrt, dass diese Function, die sogenannte elliptische 
Modulfunction, eine eindeutige ist. 

Es ergiebt sich also aus der Theorie der elliptischen Functionen, 
dass in der Differentialgleichung (L) die unabhängige Variable b 
eine eindeutige Function des Quotienten r zweier linear un- 
abhängiger Integrale ist, ein Resultat, welches uns auf den Ge- 
dankenkreis des elften Abschnittes zurückrerweist. 

Da es uns nicht allein auf die Discussion der Differentialgleichung 
(L) ankommt, sondern vielmehr auf die Untersuchung allgemeinerer 
Differentialgleichungen, welche analoge Eigenschaften darbieten, wie 
die eben für (L) hervorgehobene, so wäre es fOr unsere Zwecke nicht 
rathsam, das erwähnte Resultat der Theorie der elliptischen Functionen 
zu entnehmen, wir werden vielmehr trachten, dasselbe uiiabhängig 
von jener Theorie herzuleiten, d. h. genauer gesprochen: 

Wir wollen die Eigenschaften von jff, K'iy r, z nicht dadurch 
kennen lernen, dass wir erst die Untersuchung der allgemeinen Be- 
ziehung zwischen ^, 9>, r, e vornehmen und dann dem q> specielle 
Werthe zuertheilen, sondern stellen uns die Aufgabe, direct an den 
Functionen K, K'i, beziehungsweise an der Differentialgleichung (L) 
selbst die Natur der Beziehung zwischen ß und % zu erforschen. 



261. Die L an deutsche Transformation. 3 

HierfOr bieten sich zwei wesentlich verschiedene Wege dar. 

Der eine ist von Herrn Fuchs eingeschlagen worden; bei dem- 
selben wird nur von den Entwickelungen der K, K'i in der Umgebung 
der singularen Stellen und von dem Verhalten derselben bei Umläufen 
um diese Stellen Gebrauch gemacht^ die Darstellung jener Functionen 
durch bestimmte Integrale kommt nur beiläufig in Betracht. Diesen 
Weg werden wir später bei der Behandlung von allgemeineren Fragen 
im Wesentlichen zu befolgen haben. 

Der andere Weg schliesst sich wesentlich an die Integraldarstel- 
limg der K, K'i an; er hat dem ersteren gegenüber den Mangel^ dass 
er nicht wie dieser unmittelbar für die in Betracht kommenden all- 
gemeineren Fragen nutzbar gemacht werden kann^ dagegen führt er in 
völlig naturgenÄsser Weise auch zu den aus der Theorie der ellipti- 
schen Functionen sich ergebenden Entwickelungen von K^ K'i und z 
als Functionen von r, und beansprucht überdies ein hervorragendes 
historisches Interesse^ weil Gauss auf demselben in die Theorie der 
elliptischen Functionen eingedrungen ist. Man bezeichnet diesen Weg 
nach Gauss als die Theorie des arithmetisch-geometrischen 
Mittels^ und wir wollen nunmehr zur Darlegung dieser Theorie über- 
gehen^ indem wir zunächst auf die historische Quelle derselben^ die 
sogenannte Landen'sche Transformation^ zurückgreifen. 

261. Die Landen'sclie Transformation in ihrer historisohen Ent- 
'wiokelimg. Fagnano, Landen, Lagrange. Anwendungen der 

Landen'flchen Transformation. 

Da es äusserst interessant ist zu verfolgen^ wie die Landen'sche 
Transformation sich historisch entwickelt hat, wollen wir in kurzen 
Umrissen die scheinbar ganz vereinzelt dastehenden Bemerkungen an- 
geben, aus denen sich diese merkwürdige Transfonnation zusammenfügte. 

Die erste Bemerkung verdankt man dem italienischen Mathematiker 
Grafen Fagnano. Derselbe betrachtet eine Ellipse für rechtwinkelige 
Goordinaten 

(I) ? + ^==^' ">*' 

und setzt 

X = a cos 'S", 

wo also & die excentrische Anomalie bedeutet. Sei M ein Ellipsen- 
punkt, gehörig zu dem Werthe d- ==ilf, ^ ein zweiter EUipsenpunkt, 

gehörig zu dem Werthe *&• = ^ — 9; ^o zwischen g> und ^ die Be- 
ziehung 



4 XTTT. Theorie der elliptischen Modnlfunction. Kapitel 1. 

aigif = htgq> 

bestellt. Mögen femer ^ £ die Punkte sein, in denen die Ellipse von 
der positiven x- beziehungsweise y-Axe getroffen wird, und bedeute P 
den Punkt, in welchem die in Jlf an die Ellipse gezogene Tangente 
das von dem Ellipsenmittelpunkte aus auf dieselbe gefällte Perpen- 
dikel schneidet. Dann zeigt Fagnano, dass die Summe der beiden 

Ellipsenbogen ^ und i^ gleich der geradlinigen Strecke HP 
ist. Bezeichnet man die rechtwinkeligen Goordinaten von M durch 
(J97 v)} ^^ ergiebt sich für diese Strecke der Ausdruck 



m ;rfi3 + Ät-i 



Landen ftihrt nun in den Ausdruck fGLr den Ellipsenbogen BM 

" 

die Grosse t als neue Variable ein und findet 

i t 

W ^BM= 2t + fdt ]^^2 + fdt "1^22. 



Die beiden Integrale auf der rechten Seite dieser Gleichung gestatten 
eine geometrische Deutung. Das erste ist der Bogen einer Ellipse 

(fl + h)' 

mit den Halbaxen a -j- 2» und 2|/a&, das zweite der Bogen einer 
Hyperbel mit den Halbaxen a — b und 2")/ä6, vermindert um eine 
gewisse geradlinige Strecke. Der Ellipsenbogen gehört zu dem Abscissen- 
werthe 

setzt man also mit Legendre 

I = a sin 9, 

Si = (« + 6)sin<Pi, 
so erhält man 

, <r sin w cos q> / i\ • 

t = . ^ ^ =(a — h) sm w, , 

ya coa'tp -f- b sm tp 

woraus sich die Beziehung 
(1) sin 9), 



Sin <p cos (p 



a — 6 



ya^ cos* 9 -f 5* sin* 9 
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zwischen den beiden Complementen der excentrischen AnomaUen 9, 9, 
der Ellipsen (I) und (ü) ergiebt. 

Diese Beziehung (1) ist die sogenannte Landen 'sehe Transformation. 

Der EUipsenbogen BM ist ein elliptisches Integral zweiter 
Grattung 

BM=^ I Ka cos g) + 6 sin 9 dq>y 


die Landen 'sehe Gleichung (A) stellt also die Anwendung der Trans- 
formation (1) auf das Integral zweiter Gattung dar. Lagrange hatte 
zuerst. den folgenreichen Gedanken^ die Landen'sche Transformation 
auf das Integral erster Gattung 



A 



d<p 



yc? 008^ 9 + &* sin* 9 

V 

anzuwenden. 

Man findet durch einfache Rechnung unmittelbar die Gleichung 

(2) ^''^ ^ '"' 



ya^ cos* 9i + ^1* sin* qpj yc? cos* 9 + 6* sin* 9 

wenn man setzt 

(3) «1 = ^, &,=y^. 

Integrirt man die Gleichung (2) in Bezug auf 9 zwischen und 
und setzt 



n 



Y 2 



(4) .4=^ ^'^ A, = r, '^^^ 

^ y a* cos* qp + ^^ si*^* V e/ r ^1* ^^^^ 9i + ^1* ^^^^ Vi 



80 ergiebt sich, da fdr 9 = --- 

sin 9?^ = 0, cos q>^ = — 1 , 
also ip^ = 7t isby 

n 
J ]/ai*co8*9j + &i*8in*9^ 

A h. wir haben " 

(5) A=^A^. 

Wir sehen also, dass das Integral A ung^ndert bleibt, wenn man 
^arin a, h ersetzt durch a^ b^, d. h. nach den Gleichungen (3), wenn 
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man statt a^ i das arithmetisclie und das geometrische Mittel 
dieser beiden Grossen setzt. 

Um den Zusammenhang mit den in der Nr. 248 (Bd. 11, 1, S. 478 ff.) 
benutzten Zeichen herzustellen, fOhren wir die numerischen Excentricitäten 

c a — h 

der beiden Ellipsen (I), (U) ein. Es ist dann 





und folglich 



/ afp ^£ r dS 

J yj^\ + &* Billig, " J 1/(1 -S') (1 - H*l') 



(ö) 






^ y(i~s^)(i-x^j») 

1 








die Gleichung (5) ergiebt also 

(7) 2r(«») = (i + x,)js:(0, 

und nach Einfilhrung der complementären Moduln 

Xj' = r 1 — K^ ; x' = r 1 — X* 
lautet die Beziehung zwischen x und x^ 



1 — X 



(8) *i=-l + x' 

Setzt man noch 

Cj = «1 — &i , 
so ergiebt sich 

rt\\ c , h ^1 , ^1 

(9) X = — , X == — , X, = — , X- = — • 

Da wir a>b vorausgesetzt hatten, ist 

a>c>0, 
also liegt x sowohl wie x' zwischen Null und Eins. Es ist folglich 

oc^<x <x, 

d. h. wir haben durch die Landen 'sehe Transformation die Möglichkeit, 
von einem completten elliptischen Integrale K zu einem ebensolchen mit 
kleinerem Modul überzugehen. Das ist för die numerische Berechnung 
von K(k^) von Wichtigkeit, weü die Reihe (Nr. 248, Bd. II, 1, S. 480) 
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um so besser conTergirt, je kleiner x* ist. Wir können aber die 
Lsnden'sche Transformation auch sofort theoretisch verwerthen. 
Beachten wir namlieh^ dass die Entwickelung 



^(0 = f^(T'T>l'»i1 



convei^rt fOr Werthe von x^ , deren absoluter Betrag kleiner ist als 
Einsy und dass zufolge der Gleichung (8) das Innere des Einheits- 
kreises der Ebene der complexen Yariabeln 

der ganzen Ebene der complexen Yariabeln 
entspricht, so liefert uns die Gleichung (7) oder 

eine in der ganzen jer-Ebene gültige Darstellung yon K(z), 

Will man den Modul noch weiter yerkleinem, so wird man die 
Landen 'sehe Transformation wiederholt anzuwenden haben. Auf diese 
Weise erhält man den Algorithmus 

(10) a ., =-^^i^, 6 . =l/^T, c^ = a^ — b\ 



n+1 2 ^ »+1 ' « n 



(11) ^ = / ^y = Ä= I 



dtp 



*co8*9 + 6* sin* 9 



(»=0,1,«,...). 



262. Der AlgorithmiiB des aTithmetisoh-geometrischen Ifittelfl. 
DarsteUung durch das oomi»lette elliptisohe Integral erster Ghkttnng. 

Wir betrachten nun mit Lagrange und Gauss den durch die 
Gleichungen (10) dargestellten Algorithmus, indem wir a, 6 als beliebige 
reale positive Grossen 

a>fc, c^ = a* — 6*>0 

voraussetzen und die Quadratwurzeln in den Gleichungen 
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und iB allen folgenden analogen stets positiy wählen. Dann sind also 
alle a^, b^ real positiv, und da 

(12) «:+, - 6:+, - 1 («. - 6.)' (.=M.v) 

ist (fOr n = ist a^^^a, \=^^7 ^o "^ ^ ^^ nehmen), so ist auch stets 

o >b . 
Femer haben wir, da c^ , ^ positiv sein sollte, 

es sind also a^, b^ die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

(13) «*-2a,^.,« + 6:^.. = 0, 
und zwar ist 

(14) j«« = ««+i + ^«+i^ 

Aus den Gleichungen (10) ergiebt sich unmittelbar 

d. h. von den beiden durch den Algorithmus (10) gelieferten Zahlen- 
folgen 

nimmt mit wachsendem Index die eine ab und die andere zu. Daraus 
folgt nach bekannten Principien, dass sich jede der beiden Zahlen- 
folgen mit wachsendem Index einem bestimmten Grenzwerthe nähert. 
Nach den Gleichungen (10) und (12) ist aber 



also haben wir 

und folglich allgemein 

(16) «» — &n < ^ (« — ^) (»»-l,«,». •••). 

Für in's Unendliche wachsende Werthe von n ist demnach 
(17) lim(a„-6J-0, 

n 

oder mit andern Worten, es ist 

lim a = lim 6 , lim c = . 



n 

n 
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Bildet man also aus den realen positiven Grossen a/ b die 
Folgen (15) der arithmetischen und der geometrischen Mittel^ 
so nähern sich beide mit unendlich wachsendem n einem und 
demselben bestimmten Grenzwerthe. 

Man bezeichnet diesen Grenzwerth nach Gauss als das arithme- 
tisch-geometrische Mittel 

M(a, b) 
aus den Zahlen a und b. 

Bilden wir mit Hülfe der a^, b^ die Integrale 

IL 
Y 



J Va^^cos^ 



A^^= I ^ (n=-0, 1, 2, . .). 



n 




so haben wir nach (11) 
also ist auch 






™ " ./ M(a. 5)l/co8V + sin^ ^ -^(*» *) ' 





der reciproke Werth des arithmetisch-geometrischen Mittels 
stellt sich also in der Form 



i 

dtp 



(18) M^a, }»-l Jy;^^^ 



.2_- 2 



+ 6 sin qp 
' ' ' ^ 



durch ein complettes elliptisches Integral erster Gattung dar. 

Auf die Grossen Xy % und K angewandt ergeben diese Resultate 

das Folgende. Setzen wir 






n 





so ist nach Gleichimg (7) 

(19) K{x') = (1 + X,) (1 + «^ • . . (1 + x^^,)K,^, ; 
nan ist aber zafolge der Gleichung (17) 

(20) lim x^ = lim - = 0, limx,'==l, 

n n n n 
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wir haben folgUeh 

(21) limÄ. = T 

n 

nnd erhalten hiernach ana (19) die Ton Legendre gefundene Glmchung 

(22) K==^fj(l + xX 



»=sl 



Wir bemerken noch, dass sich aas der Ungleichung (16) auch 
der Grad der Annäherung ron (^^f \ an den gemeinsamen Grenzwerih 
ergiebt. Es ist nämlich f8r ein beliebiges positives ganzzahliges r 

und folgüch 

6, — 6 <a — 6: 

n-f-r n • « ' 

ebenso folgt ans 
die Ungleichung 

es sind also stets die Differenzen 

(u — a , , 6 , — 6 

» n-\-rt u-J-r « 

kleiner wie der reciproke Werth von 2*. 

263. Homogene Functionen. Der Algorithmus aus den Grössen a 
und c. Fortsetzung nach der negativen Seite hin. 

Das arithmetisch-geometrische Mittel ^{a^ h) ist eine homogene 
Function von a, b. Setzt man nämlich für willkürliches X 

so ist auch 

wir haben also 

d. h. M{a^ b) ist eine homogene Function ersten Grades von 
a und b. 

Nach dem Begriffe des Grenzwerthes ist 

M{a^y bj = M(a, b) (nr=i,2,8,...), 

folglich genügt sowohl M(a, b) selbst wie auch jede Function von 

. Jf (a, 6) 

0{M{a,b))=f(a,b) 
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der Functionalgleicliung 

Hat man umgekehrt eine Function JP(a, b), die der Functional- 
gleichung 

(23) F(a, b) - f{^, Y^) = F(a„ 6,) 

Genüge leistet, so ist auch 

JP(a, 6) = F(a^, bj («=-i. «,«»•••), 

also, wenn wir n in's Unendliche wachsen lassen, 

F{a, b) — J'Clim a . lim 6J = F{M{a, 6), M{a, 6)), 






d. h. die Function F{a^ b) ist eine Function der einen Yariabeln M(a, b). 
Daraus schliessen wir nach bekannten Sätzen, dass JP(a, b) einer par- 
tiellen Differentialgleichung Genüge leisten muss. 

Die beiden Quotienten 

a h 

M{a,hy M(a, b) 

sind homogene Functionen nullten Ghmdes von a und 6, also blosse 

Functionen von 

h 
X =— : 

a ' 

in der That haben wir z. B. 

luv — M == um — 7\ = ~ öt-4 — — KCk) = — KCl — x'*). 
Setzen wir in dieser Gleichung x an die Stelle von x', so erhalten wir 

n 
T 

also, da K{% ) nichts anderes ist wie K'{% ), 

Jlf(l,x)~ » ^ ^*'^- 

Wir haben also die Doppelgleichung 

I g 1 1^JC(\ 
^ _J —IT' (it^ 
M(a, c) ~ Ä(l, x) ~ « ^ ^* >'• 

Dies veranlasst uns, aus den Grössen a, c einen ähnlichen Algo- 
rithmus zu bilden wie der, den wir aus a, b abgeleitet hatten. 
Setzen wir 
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und allgemein 

wo f&r n SB zu aefasen ist 

^• — «» ^e^^^^, 
80 haben wir 

lim ä^ s= lim e^ = If (o^ c). 

Der Algorithmnis (25) sieht nnn in einem merkwürdigen Znnmmen- 
hange mit dem AlgorithmnB des arithmetisch-geometrischen Mittels ans 
a, b. Es waren a^, b^ definirt als Wnizeln der qnadratischen Glei- 
chung (13) (S. 8); so sind also z. B. 6^ 6 die Wurzeln Yon 

tt* — 2ajU + 6/ = 
und zwar ist 

« = «1 + ^1, 
6 = a^ — Cj^ . 

Gehen wir nnn weiter und bilden die Gleichung 

M* — 2au + 6* = 0, 
bezeichnen deren Wurzeln mit 

6__j = a — c 
und setzen 

so können wir in dieser Art fortfifihren, d. h. die Wurzeln der Gleichung 

u* — 2a u + b* =0 
durch 

(26) I ' -"^ -"' c =Va* -b* 

bezeichnen für n =» 1, 2^ 3, • • -, und erhalten auf diese Weise eine 
Folge von Zahlenpaaren a_^, 6_^, die wir als die Verlängerung des 
aus a, b gebildeten Algorithmus der a^, b^ nach der negativen Seite 
hin betrachten können. In den beiden Folgen 

•••.ö m ' * ' tt .. CLm OL^ m. ' ' ' Ct m ' * * 

9 —«7 —1^ 9 1> n9 

; *'— n' ^—19 ^9 *'l7 ^n9 

gelten dann offenbar die für positive Indices aufgestellten Beziehungen 
auch für die negativen Indices. 
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Ans (26) folgt 

(27) «i,_, - fti._, = «:._, = 4a_,«_., 

also haben wir för n ^ 

1 a4-c 1 ,/ — 

oder mit Rücksicht auf die Gleichnngen (25) 

Y «-! = «!> Y^-i = ^i- 
Weiter erhalten wir 

1 a-i + «-i «1 + ^1 



2« - 


8 


"«» 


«. /cL . C « 




1/ -» -» — 1 


i/ä ;; 


7i 



Nehmen wir an, es sei schon erwiesen 

(28) ^«-»-=«n> ^^-« = ^«. 

so folgt aus (25), (26), (27) 

so dass also die Formeln (28) allgemein gültig sind. 
Aus (28) ergiebt sich 

d. h. wir haben 
also ist 



«-I. 



lim a = c», limc =cx>, lim — = 1, lim 6 « = 0. 

n % Ä . — n n 

Nun können wir auch den aus a, c entspringenden Algorithmus 
nach der negativen Seite hin verlängern. Definiren wir namUch 

b SB a — c . 

n n n * 

SO ist nach (28) 



6* = ^«-!^ = ^ 



und es hängen die a^, c^, 6^ ebenso von a, <t ab, wie die a^, 6^, c 
von a, &. Bezeichnen wir also mit 
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9^ — 2ä ü + it* =0, 
iM> iirt 

ä 6 e 

rjnd wir falbem fol^iefa 

If S //; - Jf.\, ij - lfr«_., J_ j = lim "-5? = lim ^•, 

■ - m - 

if ^ C) — If^a^, cj = If ä_,, i:_J = lim -^ = lim -^, 

Fflr die Moduln x und die Integrale JT, f lassen sich natSriich 
die aniil/>gen Formeln entwickeln. Setzen wir 

c e b b 

— « a a ' — » ä ä ' 

n — » « — a 



und bemerken dasa 



c c b^ b 

» — « » — a 



iHt, HO haben wir (wie Legendre sagt) die beiden Modnlnketten 
'»"» « „, — 0; • • «1„ xl„ xl, , x', X,', X,', *,', ■ . •; lim x„ = 1, 

m m 

lind cm drückt »ich x ebenso durch x . , aus, wie « , , durch x '. 

a a"^i ' a-j-i a 



Zweites Kapitel. 

264. BeUienentwlokeliiiigeii für die gefundenen Grenswerthe. 
BinfOhrnng der Jacobi'schen Grösse g. 

Der im vorhergehenden Kapitel entwickelte Algorithmus des 
arithmetisch-geometrischen Mittels wurde im Wesentlichen von La- 
grange aufgestellt. Gauss hat denselben in der Abhandlung ^^Deter- 
minatio attractionis quam in punctum quodyis positionis datae exer- 
ceret planeta etc/^ veröfPentlicht^ überdies fanden sich aber in seinem 
Nachlasse Entwürfe zu einer grossartigen Theorie der elliptischen 
Functionen vor^ die von diesem Algorithmus und einem anderen ^ der 
mit demselben im Zusammenhange steht^ ausgeht. Dieser letztere 
Algorithmus, der ebenso zu dem allgemeinen eUiptischen Integre 
führt wie der des arithmetisch-geometrischen Mittels zu dem completten 
und der, wie P. Günther bemerkt hat, durch eine sich bei Gauss 
findende trigonometrische Substitution in den der L an deutschen Trans- 
formation (1) (Nr. 261, S. 4) übergeht, interessirt uns hier nicht. 

Dagegen wollen wir uns der von Gauss angewandten Methode 
bedienen, um Tom arithmetisch-geometrischen Mittel aus zu den merk- 
würdigen Entwickelungen zu gelangen, die Jacobi und Abel aus 
den von ihnen aufgestellten Entwickelungen der allgemeinen elliptischen 
Functionen abgeleitet haben, die aber (nach einer Angabe von Herrn 
Schering) Gauss schon in sehr früher Zeit (1794, ako im Alter von 
siebzehn Jahren) gekannt zu haben scheint, obwohl er bei Lebzeiten 
nichts darüber veröfifentlicht hat. 

Zunächst ergeben sich aus der Definition von Jf (a, 6), Jf (a, c) 
unmittelbar Entwickelungen dieser beiden GhrSssen in Reihenform, wenn 
wir beachten, dass 

Um ä^ = ä, + (a^^j — ä^) + (ä,^, - a^^,) + • • - 
ist. Mit Rücksicht auf die Gleichungen (14) (S. 8) folgt hieraus 
(29) i^*^"*' 6) = a, - c,^j - c,^2 • • •. 
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Da ferner • 

lim 6, = 6, + c^^, — e^^, — c,^, 

isty Bo eriudten wir auch 

\M(a, e) = e^ + 6^^, — 6,^, . 

Die Formeln f&r M(a, e) können wir aach schreiben 

3f (a, e) = 2-'a_, - ^'-'b_,_, - 2r'-*b_,_, , 

M(a, c) =. 2~^e_^ + 2-'-*6_,_, — 2"'~*6_j,_, . 

Diese Reihen conTeigiien sehr schneU und sind danun zur numerischen 
Rechnong wohl geeignet. 

Wir wollen nun ans dem Algorithmus der a_, b^, c^ einen Algo- 
rithmus fOr die Quadratwurzeln aus diesen Grossen herzuleiten 
suchen. 

Aus den Gleichungen 

ergiebt sich 



«n + K 



+« 2 \ 2 / ■ 



««+» = 



«« 



(31) 



Wir finden demnach 

Nun ist aber 

also finden wir, da 
ist; die Entwickelang 

(32) yM(^)^Y^,-y^,-y^^-y^^ — , 

und da 
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ist^ so können wir aucli schreiben 

(32a) }m!^)==yK+v^,-y^,-v^» — • 

Analog ergiebt sich 



Femer haben ¥dr 

^n = ^n — K = 4««+i^«+u 
und folglich 

2 ^!^ = l/^ 

oder, wie wir auch schreiben können, 

4a 



^» 



"«4-1 f ^n-fl 



Nehmen wir hier auf beiden Seiten den Logarithmus, so kommt 



4a^ a. 1 4a__i_t 

log — 1 = log — ?- + 4- log — ^^' 

Bilden wir also 



so finden wir 

^(<*m» gm) , 1^ _ 1. -a f (q, C) , «m , ^(^'m+l» ^m+l) i_^ ^"m + 1 

^(«,n» U ^^ ^m ~ 2- J*f(«, h) ^^K a^+, "^- ^(««+1, K^-l) ^ <^m+l ' 

Setzen wir nunmehr 
so haben wir 



OL 



M . - — U = loff , 

m+l m am ® a i , ' 

und da 

lim u^ = % + (u — wj + (m^_^, - u ) + . . . 

ist, ergiebt sich die Formel 

(33) WJii^^J-^1 H5_±l^-_^1 _^ 

'^ ^ Jtf(a,c) „ itf(a„,&J ^ e„ 2" * «, 2« * ««+1 

--illog^ , 



Schleiinger, Differentialgleichniigeii. II, 2. 
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der die drei analogen Formeln 

^(«x^ Hm ^^ log 1^ = ± log 1^ + -1- log ^* + ..., 

if (a. 6) ^ 3f (a_„. c_j ^og -6i;r = i^ ^"g -x:r 

an die Seite zu stellen sind. 

Die vier auf den linken Seiten auftretenden Grenzwerthe lassen 
sich auf die gemeinsame Form bringen 

limJlf(l, «)log-, 

wo € eine positive gegen Null eonvergirende Grosse bedeutet. In der 
That ist z. B.^ da 

1™ -^K> U = lim a^ = Jf (a, 6) 



m m 



ist, der erste Grenzwerth 

lim ^^^, — , : log = lim log — = lim Mil, x ) log - 

Nun haben wir aber nach (24) (Nr. 263, S. 11) 



2 








also lautet der zu bestimmende Grenzwerth 






lim Jf (1, i) log ~ == lim — = lim 



,4 ^^,16 

log-^ log- 

In dieser Form ergiebt sich derselbe aber unmittelbar aus der in der 
Nr. 249 (Bd. U, 1, S. 482) abgeleiteten Gleichung 

lim (2K'iß) + log 0) = 4 log 2 ; 

es ist nämlich 

limi^ = l, 

und folglich haben jene vier Grenzwerthe den gemeinsamen Werth -^- 
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Setzen wir nun im Anschlüsse an die seit Jacob i übliche Be- 
zeichnung 

e '^ ' = c =2 

(Gauss bezeichnet dieselbe Grösse durch y), so ist nach (33) 

also, wenn wir von den Logarithmen zu den Numeris übergehen, 

111 



oder da 

lim u =^ •Jf'^ { = — log Yq 
^ « 2 Jlf (a, c) o r ^ 

ist, nach der Definition von u^ (S. 17) 



265. Beziehungen zwisolieii den Gau88*8chen Funotionen P, Q, ü. 
Form der Beüienentwiokelungen für diese Funotionen. 

Die am Schlüsse der vorigen Nummer gefundene Formel liefert 

uns q als Function von x. Es war gezeigt worden (Nr. 263, S. 11), 

dass die Quotienten 

a h c 

M{a, h) ' 3f (a, 6) ' M (a, 6) 

als homogene Functionen nullten Grades von a, b blosse Functionen 
von X sind. Wir können dieselben demgemäss, da q eine Function von x 
und folglich auch umgekehrt x eine Function von q ist, als Functionen 
von q betrachten. 

Sei in Uebereinstimmung mit der von Gauss benutzten Bezeich- 
nungsweise 

Da wir a, 6 als reale positive Grössen voraussetzen, sind auch 
Jf (a, 6), M(a, c) real positiv, und folglich ist 



—jt 



M{a,c) 



g = e ^^ ' < 1 . 

2* 
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Klden wir für beliebiges n 

_ ^^^' ^'^ 
q^ = e *^^--^->, 
80 ist w^en 

Jf(a,c) = 2-2f (a.,cj, 

(35J «. = 4*", 

und folj^ch 

lim q^ = 0. 

Im Sinne der oben eingef&lirten Bezeichnung ist 



also folgt ans der Entwickelang (32) (Nr. 264, S. 16), wenn wir n = 
nehmen and dareh yM(a, b) aof beiden Seiten dividiren, 



^ ^ V'M(aTb) ~ y Jtf{ä~J7) ~ y if(a«, 6^ ' 

d. h. in unseren Zeichen 

1 == P(q) - R(/) - Biq") , 

oder 

(37) P(ff) = l+iJ(/) + «(?**) + ••■. 
Analog ergiebt die Gleichung (32 a) 

(37a) Q(s) = 1 - B(/) + ^(g«*) + - • . , 

und hierzu möge noch die Gleichung 

(38) B^(q) = P\q) - (^{q), 

die nichts anderes ist wie 

c? = a — 6 , 
hinzugefügt werden. 

Erheben wir die Gleichung (34) in die (2"~ )** Potenz, so kommt 






oder etwas anders geschrieben 



1=1 „-*"-* i/ >- --i/^.(».ii/.^iy«-+j... 



Nun iat aber 



n ' n f **n4-l f «-{-2 
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wir finden also 

oder mit Rücksicht auf (35) 



"f^*- V5(^ = '' 



und endlich zufolge der Gleichung (36) 



lim42«*^(0 = l- 



2 ^« 

n 



Nun ist aber far in's Unendliche wachsendes n der Qrenzwerth von q^ 
gleich NuUy wir können also die letzte Oleichung in der Form 

<^ ü. der Fom - 

1 

(39) B0z) = 2g^{l + [3]} 

schreiben, wo [g] eine mit g verschwindende Grösse bedeutet. Um 
uns in die Natur dieser Grösse [g] Einsicht zu verschaffen, müssen 
wir auf die in den Nummern 248, 249 (Band 11, 1, S. 480 ff.) gegebenen 
Entwickelungen der Grössen JST, K'i zurückgreifen. 
Setzen wir in den Ausdruck von q 

q = e '^ ^^^ 
für K' und K ihre in der Umgebung von 

X* = ^ = 
gültigen Entwickelungen 

^W = T«oi=2^(t'Y'1'^)' 
■B:'(^) = |(41og2.«„,-ttJ 

ein, wo (vergl. Nr. 248, Bd. ü, 1, S. 479) 



rr/l 1 1 \ II ^ (1- 8-5-2X— H ».t 



;=1 



-^1 \ 2 ' "2 ' ^' ^j = *^ 1 2-4. -.21" } ^ ^r~ ^ 




^ 

y = l 
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za nehmen ist, so finden wir 



Fl(y.j.l.») 



16« 



Entwickeln wir die Exponentialgrosse in der Umgebung von g = 0, 
80 kommt 

wo ^(z) eine gewohnliche Potenzreihe bedeutet, die fttr ß = ver- 
schwindet. Nach dem Satze von der Umkehrbarkeit einer Potenzreihe 
folgt hieraus^ dass in der Umgebung Yon g =» in der Form 

(40) ir = x* = 163(l+f(2)) 

darstellbar ist, wo ^{q) eine gewöhnliche Potenzreihe darstellt, die für 

q=sO verschwindet. Erheben wir diese Gleichung in die (— j Potenz, 

so erhalten wir 

i_ 

(41) V^=2j*(l + ^(3)), 

WO auch ^(q) eine mit q verschwindende gewohnliche Potenzreihe ist. 
Setzen wir femer in die Entwickelung von K(js) 

für z seine Entwickelung (40) ein, so finden wir die in einer gewissen 
Umgebung von q^^O gültige Darstellung 

(42) ?£W= 1 + ^^(3), 

WO ?Pi(?) eine mit q verschwindende gewöhnliche Potenzreihe bedeutet; 

also erhalten wir, wenn wir endlich die Gleichung (42) in die (— ) * 

Potenz erheben und mit (41) multipliciren, die in der Umgebung von 
g as gültige Entwickelung 



2K 



(43) 1^1/^^ = 2gMl + *«(«)}, 



wo ^^{q) wieder eine mit q verschwindende gewöhnliche Potenzreihe 
darstellt. 

Die Gleichung (43) ist aber mit (89) identisch, denn wir haben 



^(s)-Vwtf>-y^V'^' 
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die Grösse [j] ist also in der Umgebung von q = nach posi- 
tiven ganzen Potenzen von q entwickelbar; sei 

[3] = *i2 + *,2* + *,«* + ••• • 
Dann haben wir also 

R(q) = 22* (1 + S^q + S,q' + d,«» + • • ■) 
und folgUch nach (37), (37a) 

P(j) = 1 + 2qfl +^d^qA + 2q*fl +^d,q''*\ + • • -, 

Q(q) = 1 - 2/1 -{-^S/'\ + 2q*fl +2'*^") + ■ • • • 

Setzen wir diese Entwickelungen in die Relation (38) ein^ so er- 
geben sich durch Vergleichung der Goefficienten gleich hoher Potenzen 
von q auf beiden Seiten Recursiorisformeln für die d^, aus welchen 
man diese Grössen berechnen kann. Für die ersten dieser Grössen 
findet man leicht 



(^ = 0, *,= 1, d, = 0, d, = 0, S, = 0, d, = l, 
also haben wir die Entwickelungen 

B(q) = 22* + 22'* + 22"*" + • • ■ , 



2^ I o 8* 



P(q) = 1 + 2« + 2g' + 2q' + 
Q{q) = 1 - 2g + 2/ - 2/ + 



266. Ansatz für die Entwlokelungen der Functionen P, By Q. Sätze 
über die Darstellung einer Zahl als Summe von vier Quadraten. 

Die biquadratisohe Belation zwischeu den P, Q, B, 

Es scheint ziemlich schwierig^ aus den in der vorigen Nummer 
angedeuteten Recursionsformeln das allgemeine Gesetz für die Goeffi- 
cienten d^ abzuleiten. Wir wollen darum einen indirecten Weg ein- 
schlagen^ indem wir nach dem Gesetze^ welches sich aus den ersten 
hingeschriebenen Gliedern leicht errathen lässt^ die Reihen bilden^ und 
ftb- diese dann die Gleichung (38) und die übrigen Gleichungen des 
arithmetisch-geometrischen Mittels verificiren. 



I 
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Wir setzen also 



(44) 



P(4) = l + 22'/ = 2'«"'' 

n=a=l nsss — OD 

^(2) = H-2j'(-l)'3"* = ^(-l)"/, 



«=5 OS 



V 



R(ä) = 2^q 



m 



2 



M = 






= V3 



n= — 00 



und versuchen zunächst die Gleichung (38) (Nr. 265, S. 20) zwischen 
diesen drei Entwickelungen (die für Werthe von g, deren absoluter 
Betrag kleiner ist vrie Eins, oflFenbar convergent sind) zu verificiren. 
Es ist 



(«l»*2»*5t*»4) 



2 



2 



(»l»»2i«Si»4) 

WO sich die Summenzeichen auf die vier ganzen Zahlen n^, n^, n^j n^ 
beziehen, welche unabhängig von einander alle Werthe von — c» bis 
+ oo durchlaufen. Wir haben folglich 



(45) 



P*-C* = 22' 



2 



«1 



»j _ « 



+V+"s + 



**1 + ^2 + ^8 + ^4 -- ■'^ (°^^^ ^) • 

Wenn die Summe von vier Zahlen ungerade ist, so ist auch die Summe 
ihrer Quadrate ungerade, also haben wir in der letzten Summe allemal 

nl + n,» + «,* + »/ = 1 (mod 2) , 

d. h. die Exponenten sind stets ungerade Zahlen. 

Wenn eine ungerade Zahl als Summe von vier Quadraten dar- 
gestellt ist, so sind unter den vier Quadratzahlen entweder eine un- 
gerade und drei gerade oder eine gerade und drei imgerade. Im ersteren 
Falle ist die Zahl 

w/ + n^ + **/ + V ^- 1 (mod 4) , 

im letzteren dagegen 

^1 "f" '^l + ^3 + '^l ^^ 3 (mod 4) . 
Betrachten wir femer 



(46) 



(»»li»ai*»8»»»4) 
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der Exponent von q ist hier stets eine ganze und zwar offenbar eine 
ungerade Zahl Um nun die rechten Seiten der Gleichungen (45), (46) 
mit einander zu vergleichen, müssen wir einen Satz kennen lernen, der 
eine Beziehung zwischen der Anzahl der Zerlegungen einer ungeraden 
ZaU in eine Summe von yier Quadraten und der Anzahl der Zer- 
legungen des Vierfachen dieser Zahl in eine Summe von vier ungeraden 
Quadraten ausspricht. 

Wir beweisen zunächst allgemein, dass das Product zweier Summen 
von vier Quadraten selbst eine Summe von vier Quadraten ist. 

Seien a, 6, c, d, a, /J, y, d reale ganze Zahlen und setzen wir 

Z = a + 6i, m = c-{'di, V = a — hiy m' = c — di^ 

so ist, wie man leicht verificirt, 

{IV + mm) (AA' + fi/xO = \n + wft|' + |?ft' — mVf, 
also wenn wir die Werthe einsetzen, wie behauptet wurde, 

{a + &' + c' + (f)(a' + /J" + / + *') = (aa — hß + cy — ddf 

+ (ba + a/S + dy + c8f + (ay + bd — ca — dßf 

+ (by — ad — da + cß)\ 
Nehmen wir nun 

«=1, ß 1, y = l, d = l, 

so finden wir 

(47) 4(a' + 6* + c*'+ d*) = (a + 6 + c — d)' + (6 — a + d + cf 

+ {a + b — c + c[f + (—b + a + d + c)\ 
und wenn wir z. B. — a an die Stelle von a setzen, 

(47a) 4(a' + 6' + c' + d*) = (6 + c — d - a)' + (a + 6 + c + d)' 

+ (6 + d — a — c)' + (d + c — a — 6)'; 

die anderen Vertauschungen der a, 6, c, d mit ihren negativen Werthen 
ergeben nichts' Neues. 

Also entsprechen jeder Zerlegung einer Zahl s in eine Summe von 
vier Quadraten zwei ebensolche Zerlegungen des Vierfachen von s, und 
zwar ist für ein ungerades s in beiden Zerlegungen von 4 s jedes der 
Quadrate eine ungerade Zahl. 

Hat man umgekehrt 4s dargestellt als Sunmie von vier ungeraden 
Quadraten 

4s = w/ + m/ + W3' + w/, 
80 setzen wir, wenn 

Wj + Wg + Wg + ^4 ^ 2 (mod 4) 
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ist, entsprechend der Zerlegung (47), 

— a '\- b -\- c -■{- d = Uj^y 
a — 6 + c + fl[ = Wj, 
a + fe — c -^ d = u^y 

a + ft + c — (Z = w^, 

und wenn 

Wj + Wj + Uj + w^ ^ (mod 4) 

ist, entsprechend der Zerlegung (47a), 

a -{-h — c — d = Wg, 
a — h -{- c — d = u^j 
a — b — € -{- d = 11^, 1 

dann ergeben sich beide Mal die a^b^c^d als ganze Zahlen, so dass 
also auch jeder Zerlegung von 4 s in eine Summe von vier ungeraden 
Quadraten eine Zerlegung von s in eine Sunmie von vier Quadraten 
entspricht. Wir erhalten also den Satz: 

Wenn die ungerade Zahl s den Rest 1 modulo 4 lässt, so 
entsprechen den Darstellungen von 4s als Summe von vier 
ungeraden Quadraten halb so viele Darstellungen von s als 
Summe von einem ungeraden und drei geraden Quadraten und 
umgekehrt, den Darstellungen von s in dieser Form doppelt 
so viele von 4s als Summe von vier ungeraden Quadraten. 

Wenn die ungerade Zahl s den Rest 3 modulo 4 lässt, so 
entsprechen den Darstellungen von 4s als Summe von vier 
ungeraden Quadraten halb so viele Darstellungen von s als 
Summe von drei ungeraden und einem geraden Quadrate, und 
umgekehrt. 

Daraus folgt, dass jede Zahl von der Form 

^1 + K + V + V; ^1 + ^a + »*s + ^4 = 1 i^^^ 2) 
zwei Mal vorkommt unter den Zahlen der Form 



r=l 



und dass jede Zahl von der letzteren Form einmal unter den Zahlen 
der ersteren Form enthalten ist. Es ist also in der That 

P^ — Q^ = R\ 
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267. Einführung der Jaoobi'sohen Bezeioliniing. Darstellnng aller 
in der Untersuchung vorkommenden Grössen durch die Theta- 
functionen. Fonnulirung des nun zu lösenden Problems. 

Wir gehen nun an die Verification der Gleichungen (31) (Nr. 264, 
S. 16), die wir zunächst in Relationen für die 



^(0='|/s(^, «(«»)= /^Sj' ^(^'^-Vm(^ 



(31a) { 



umgesetzt in der Form 

2 iJ(?.+,) = P(0 - «(Ü 
schreiben. Von diesen Gleichungen ist nun zu zeigen, dass sie durch 
die Reihenentwickelungen (44) (S. 24) identisch befriedigt werden. 
Für die Entwickelungen (44) haben wir 

P(3) + Qii) = ^ («"* + (- D' /) 



'QP 



n n 

also besteht die Gleichung 

(48) P(2) + Qiq) = 2 P(g*) ; 

analog ergiebt sich 

(48a) P(2) -«(?) = 2 W). 

Nun ist aber 

die Gleichungen (48), (48 a) sind also mit den Gleichungen (31a) 
identisch. 

Setzen wir jetzt für die Quadrate der durch die Entwickelungen 
(44) definirten Grössen 

P\2)-0, Q\q) = h, B'(q) = C 

und bilden mit diesen drei Grössen, die ja die Relation 

^* ^« «»8 
c = a — b 

befriedigen, einen Algorithmus des arithmetisch -geometrischen Mittels 
80 haben wir zufolge der Gleichungen (48), (48 a) 
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Also ist 



(49) M(a, B) - lim 0,. = Um P\qJ = lim P^(q) = 1 . 

Femer ist nach den Gesetzen des arithmetisch-geometrisclien Ifittels 
(vergl. Nr. 264, S. 17 ff.) 



« Jlf(a, b) _ ,. , „ f 4«! 



_1_ 

a2n 



) 



setzen wir hierin fOr a,^, c,^ ihre Entwickelangen ein, so erhalten 



k2n> 



und wenn wir auf beiden Seiten die (2 ")** Wurzel ziehen^ 

1 1 






(^) - 



-an^ * 11 + 32'» + 

also ergiebt sich als Grenzwerth des Logarithmus für unendlich 
wachsendes n 

Sei nun q irgend eine noch zu bestimmende Grösse, deren absoluter 
Betrag kleiner ist wie Eins, und setzen wir 

a = 9P*(q), 6 = p^(q), 
WO Q eine ebenfalls zu bestimmende Grösse bedeutet, so ist 

und wir haben mit Rücksicht auf (49) 

M(a, 6) = 9 Jlf (P(q), Q\q)) = q, 

Da aber nach (50) 

^(^'(q), ^(q)) ^logq 

, ilf(P^q),Ä^q)) 

und andererseits 

-3 f (fl, &) ^ logg 

üf (a, c) Ä 

ist, so ist q mit q identisch, d. h. wir haben 

V^)-^(^)' i/5S=w» y^="%)' 

und damit sind die Entwickelungen (44) verificirt, d h. es ist gezeigt, dass 
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■P(2) = P(2), Q{q) = Q{q), B(.q)='B(q). 
sein muss. 

Wir fQhren nun die in der Theorie der elliptischen Functionen 

gebnLuchlichen Zeichen ein. Setzen wir 

r = * - ^^ ; = — . log q = -^r- , 
so dass also 

ist^ so ist r eine imaginäre Orosse mit positivem Goefficienten von i. 
Man bezeichnet dann nach Jacobi 

und hat folglich für bliese drei Thetafiinctionen die Entwickelungen 
»^(r) = 1 + 2c"" + 2e**"< H , 

»(t) = 1 — 26**' + 26**"' , 

tni 

O'j(r) = 2c (1 + e + e -| ) . 

Das Ergebniss der durchgeführten Untersuchung lasst sich dann wie 
folgt aussprechen: 

Sind a, bj c drei reale positive, durch die Gleichung 

o Q a 

c = a — b y ay-by 

mit einander verknüpfte Grössen, und bestimmt man eine 

Grosse t durch die Gleichung 

. M{a, h) 
^ * 'M{a, c) > 

so stellen sich die a, by c durch die Formeln 

(I) a = M(a,b)»^\z)y b = M{ayb)i&\z)y c=^ M{ayb)»^\t) 

dar. 

Wir ziehen hieraus noch einige Gonsequenzen, indem wir zuvörderst 

setzen und die p, tf zu bestimmen suchen. Es ergiebt sich 

M{ay c) = QM(»^\6)y »\6)) = 9, 
_ . M {a, c) _ -^ 

wir können also den Formeln (I) die Gleichungen 

(II) a=M{a,c)»,'i^), b = Mia,c)»,'{=^), c = M{a,c)»'{p^^) 
an die Seite stellen. 



r 



(IV) . ., 
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Ferner ist 

WO r durch die Gleichung 
definirt wird. Wir haben also 

und somit sind die nach dem Früheren nur fttr geradzahlige Werthe 
von n abgeleiteten Beziehungen 

(in) a^ = Mia,b)»,\2't), b^ = M(a,b) »\2't), e_^= M(a,b)»,\2'r) 

für beliebige ganzzahlige Werthe von n erwiesen. Nach den Gesetzen 
des arithmetisch -geometrischen Mittels bestehen folglich die Theta- 
relationen: . « o « 

^*(2T) = d3(r)^(r). 

Für die Grössen x, J^, JK"' liefern die abgeleiteten Formeln mit 
Rücksicht auf die Gleichungen (24) (Nr. 263, S. 11) die folgenden 
Ausdrücke. Setzt man 

(V) r==5», 

SO ist 2 

(VI, .-^. .-^V^'^^, 

(vn) ^-».-W, '-^ -».'(-¥)■' 

diese Entwickelungen gelten aber vorlaufig nur für reale positive 
Werthe von x und x\ 

Nach einem bekannten Principe der Functionenlehre können wir 
aber sofort schliessen, dass die für den so beschränkten Bereich ab- 
geleiteten Beziehungen solange gültig bleiben, als die in denselben auf- 
tretenden Reihenentwickelungen convergent sind. Dies ist offenbar der 
Fall, wenn r eine complexe Grösse bedeutet, deren Coefficient von i 
einen wesentlich positiven Werth hat. 

Die Entwickelungen (VI) gelten also für diejenigen 
Werthe von x, für welche die durch die Gleichung (V) de- 
finirte Grösse r einen positiven Coefficienten von i besitzt. 
Für diese Werthe sind dann x und x' als eindeutige Func- 
tionen von tr, d. h. als eindeutige Functionen des Quotienten 
zweier Fundamentallösungen der Legendre'schen Differential- 
gleichung (L) dargestellt. 
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Es entsteht nun die Frage nach dem Werthebereich von x be- 
ziehungsweise von z ==^ 7c y für welchen die Bedingung erfüllt ist, dass 
die Grösse t einen positiven Coefficienten von i besitzt; es wird sich 
zeigen^ dass dieser Bereich die ganze complexe ;?- Ebene mit Ausnahme 
der singnlaren Stellen 0, 1, cx> umfasst. 

Die Richtigkeit dieses überaus wichtigen Satzes kann auf mannig- 
faltige Weise erwiesen werden. Riemann hat für denselben einen 
(den allgemeinen Fall eines beliebigen algebraischen Gebildes umfassen- 
den) Beweis geliefert, der direct von der Darstellung von K und K' 
durch die bestimmten Integrale ausgeht. Einen anderen Beweis hat 
Herr Fuchs gegeben, indem er von der Differentialgleichung (L) aus- 
geht. Wir werden im Wesentlichen der von Herrn Fuchs vorgezeich- 
neten Methode folgen, wollen aber, ehe wir auf die Darlegung derselben 
eingehen, zeigen, welche Folgerungen sich aus dem in Rede stehenden 
Satze ziehen lassen. 

Nehmen wir also an, es sei gezeigt, dass für jeden Werth von si 
(mit Ausnahme von 0, 1, oo), also auch für jeden Werth von x, der 
Coefficient von i in r wesentlich positiv ist. 

Dann folgt aus der Darstellung (VI), dass x sowohl wie x' und 
folglich auch z eindeutige Functionen des Integralquotienten t der 
linearen Differentialgleichung (L) sind (vergl. Nr. 260, S. 2). Ebenso 
sind nach (VH) auch die Integrale K, K' von (L) selbst eindeutige 
Functionen von r. Femer würden die Gleichungen (I) bis (IV) lehren, 
dasB der direct nur für reale positive a, &, c aufgestellte Algorithmus 
des arithmetisch -geometrischen Mittels für beliebige complexe Werthe 
dieser Grössen unverändert besteht, sofern man das Vorzeichen der 
Quadratwurzeln, durch welche die 6^, c^ bestimmt werden, den Glei- 
chungen (I) und (HI) gemäss einrichtet. Es lassen sich dann aus den 
Gesetzen des arithmetisch-geometrischen Mittels alle Eigenschaften der 
Function x von x in äusserst eleganter und einfacher Weise ableiten, 
wir konmien hierauf an spätererer Stelle zurück. 

Jetzt knüpfen wir an die Thatsache an, dass sich uns in der 
Differentialgleichung (L) ein besonderer Fall einer linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung und insbesondere der Differentialgleichung 
der Gauss 'sehen Reihe darbietet, in welchem die unabhängige Variable 
eine eindeutige Function des Integralquotienten ist, und stellen uns 
demgemäss die Aufgabe: 

Diejenigen Fälle der Differentialgleichung der Gauss- 
schen Reihe anzugeben, in denen die unabhängige Variable 
als eine eindeutige Function des Integralquotienten erscheint. 
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268. Die Gatiss*80lie DüferentialgleiclLUiig in der canonischen Form 
und für reale Werthe der Differensen der IRriirseln der detexmi- 
nirenden Gleichungen. Abbildung durch den Integralquotienteii. l>ei 

specieUer Wahl der Querschnitte. 

Die am Schlüsse der vorigen Nammer formulirte Aufgabe wurde 
zuerst von Herrn Schwarz gelöst bei Gelegenheit einer Untersuchung 
derjenigen Fälle, in denen die Oauss'sche Reihe F{a, ß, y, z) eine alge- 
braische Function von jet darstellt. Indem wir jetzt zu einer Darlegung 
der von Herrn Schwarz erlangten Resultate übergehen, greifen wir 
auf die allgemeinen Ueberlegungen des elften Abschnittes (Nrn. 196 ff.) 
zurück. 

Wir denken uns zunächst die Differentialgleichung (G) (Nr. 70, 
Bd. I, S. 252) auf die canonische Form gebracht, indem wir (vergl. 
Nr. 172, Bd. H, 1, S. 147) für 

-^1 zil — e) ' -^2 z{l—z) 

den invarianten Ausdruck 

? W = T ^i' + i ^i' W ~ Pi 

bilden. Setzen wir 

(1) (l-y)««d^^ ^y-a-ßf = d^', (a-^)« = *3^ 

so sind dj^y d^, d^ die Differenzen der Wurzeln der zu den singularen 

Punkten 

= 0,1,00 

gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen; wir denken uns 
die Quadratwurzeln aus den Ausdrücken (1) so gewählt, dass die realen 
Theile der 9^, 8^, d,^ nicht negativ sind. 

Dann lautet die canonische Form der Differentialgleichung (G) 

(2) S = «^^^"'' 



WO 



(3) ci(z) = i 
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(4) w = U'g\l—0) ' 
zu nehmen ist, und der Quotient 

eines Fundamentalsystems t;^ , v^ von (2) genügt der Di£ferentialgleicliung 
dritter Ordnung 

(5) ^{n^ = q{z), 
deren allgemeines Integral in der Form 

(6) ^^1^, «»-/»r-.. 
enthalten ist. 

Wenn z eine eindeutige Function von iq sein soll^ so müssen nach den 
Ergebnissen der Nr. 197 (Bd. 11, 1, S. 256) die Grossen d^, *,, 8^ ent- 
weder gleich reciproken ganzen Zahlen oder gleich NuU gewählt werden. 
Nehmen wir allgemeiner dj, d^, 8^ real positiv und kleiner als Eins, 
so ist die Differentialgleichung (2) mit der in der Nr. 216 (Bd. 11, 1, 
S. 343 ff.) aufgestellten för <y == 2, a^ = 0, a^ = 1 identisch, die Function ß 
von fi hat also nach den daselbst erlangten Ergebnissen die folgenden 
Eigenschafiien. 

Legen wir von jer = und z =1 aus Querschnitte l^ , l^ nach dem 
unendlichen, so ist die so zerschnittene ;er- Ebene T die eindeutig con- 
forme Abbildung eines Fundamentalbereiches F^ der ly-Ebene, welcher 
die vier Ecken 

1 1 iL i. ' 
'^ly "'S ^ '^ay "'s 

und in den von diesen gebildeten Gykeln 

^17 ^2 ? v^S > ^3 / 

die Winkelsummen 

2%8^y 2^*3, 2^*3 

besitzt. Dabei sind die A^, A^, A^ als Doppelpunkte der Substitutionen 

bestimmt, die ri erfährt, wenn z beziehungsweise einfache positive Um- 
läufe run die Punkte 0, 1, oo ausführt, und welche die Seitenpaare von F^ 

^i "^ C^i ; ^s) ? ^1 "^ (^1 ? ^3 ) ^ 

^2 ^^ (^8 ? ^2/ y ^2 *^ (^8 y ^2) 

in der durch die Oleichungen 

^1 = -^1 ^1 > ^2 "^ -^2 ^2 
angedeuteten Weise in einander überführen. 

Sohleiinger, mfferentialgleiohnngeB. 11,2. 3 
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Die Gestalt jener Seitenpaare hängt wesentlich von der Oestalt 
der in der je?-Ebene gelegten Querschnitte l^y l^ ab. Wir wollen diesen 
Querschnitten selbst eine besondere Form beilegen^ wodurch die Seiten 
von Fq eine besonders einfache Gestalt erhalten. 

Wir denken uns nämlich den Querschnitt l^ längs der negativen 
realen e-Axe^ den Querschnitt l^ längs der positiven realen jer-Axe von 
beziehungsweise 1 nach jsr = oo hin gelegt^ so dass also ein in der 
zerschnittenen jer-Ebene T verlaufender Weg, der von der oberen 
jsr-Halbebene (wo der Coefficient von i in positiv ist) in die untere 
jer-Halbebene (wo der Coefficient von i in z negativ ist) fährt oder um- 
gekehrt, die reale jSf-Axe zwischen und 1 überschreiten muss. Es 
handelt sich dann darum, die 17 -Werthe zu bestimmen, die den Punkten s 
auf beiden Ufern von Z^, l^ entsprechen. 

Zerlegen wir e und ri in ihre realen und imaginären Theile 

z=^x + yi, ri{0) = u{x, y) + iv{x, y), 

wo also u(x,y)y ^{^^y) tesle Functionen der realen Variabelen x,y 
bedeuten, so ist der conjugirte complexe Werth von fi{s}) 

^ = u(x,y) — iv(x,y) 
eine monogene Function von 

z = x — yi, 

und man hat, wenn wir allgemein durch einen Ueberstrich die con- 
jugirte einer complexen Grosse andeuten, 






orn (z) . . , , . 



dz"" \ ds^ 

Also ist auch 

oder da q{z) reale Coefficienten hat, und folglich 
ist. 



(D - ««■ 



Die Differentialgleichung dritter Ordnung 

^ (D = 2(^) 
besitzt also die beiden particularen Integrale 

Vi^ = u{x, ~y) + iv{x, — y), 
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und es besteht folglich zwischen diesen beiden Grössen die Beziehung 
(7) ,(,) = ^^, 

WO a, ßf Yy d Gonstanten bedeuten^ fttr die 

ad — ßy=l 
ist. 

Wenn wir also von dem Punkte x -{- yi der jSf- Ebene z. B. auf 

einem in der zerschnittenen jer-Ebene T verlaufenden Wege zu dem 

Punkte X — yi gehen^ so erhalten wir daselbst einen Werth von i^, 

der aus dem conjugirten Werthe von iy(a; + V^) durch die projective 

Substitution (7) hervorgeht. Dabei bleibt diese Substitution offenbar 

dieselbe, wo auch der Punkt x + yi angenommen werden mag, wenn 

nur der Weg von x + yi zu dem Punkte x — yi in der zerschnittenen 

Fläche T ausgeführt^ wird. Es ist also auch 

^(0) = g^+P ^ «X, — y) — iv(x, —y)] + ß 
und wenn wir auf beiden Seiten dieser Gleichung i in — i verwandeln, 

Vergleichen wir die Gleichungen (7), (8) mit einander, so schliessen 
wir, dass 

« A /« A _ /i o\ _ 

y d) \y 8/ VO 1/ 
sein muss, d. h. es ist 

äa + ßy = l, ttß-\-ßä = 0, 

und hieraus folgt, wenn wir z. B. y von Null verschieden voraussetzen, 

i. = _ J^ £ = £ 
7 y * 7 y ' 

ad 6 — 1 ^ 

^ — ~ = -:4<0. 



(9) 



Setzen wir also 



y' 7 77 



d_ % ß^ Oq 

7 ~ Cq' 7 ~~~^' 

so ist 6^ real, wenn wir c^ real wählen und 



a 







(lie Substitution (7) hat demnach die Form 



3* 
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<?0^ + «0 



(10) V{^) = ^^\ _ = ^o^W- 



Für Werthe von auf dem zwischen und 1 gelegenen Theile 
der realen Axe von T ist folglich 

ri(x) = = , (0<ar<l), 

CO^W + ÖQ 

d. h. die diesen jer-Werthen entsprechenden iy -Werthe befriedigen die 
Gleichung 

(11) ^0^^ + %V + %n + \ = ^y 

die einen Kreis 5^ und zwar, da 

— %% + h^o < 

ist, einen realen Kreis der iy- Ebene darstellt. Wir wollen c^ so 

wählen, dass 

— %% + *o^o = — 1 
sei. 

269. EreiBbogenviereoke. Symmetrie in Besag auf die Diagonale. 

Spiegelungen. 

Wenn wir von einem js:- Punkte in T ausgehend einen der Quer- 
schnitte l^, I2 üi positiver oder negativer Richtung überschreiten, so 
gelangen wir im Sinne der in Nr. 210 (Bd. 11, 1, S. 312 flf.) eingeführten 
Yorstellungs- und Bezeichnungsweise in die Blätter 

T t" T Y 

die den Zweigen 



■ XV / — X "« V"/ 7 \ — X X 



des Integralquotienten rj entsprechen, und deren eindeutig conforme 
Abbildungen auf die i^ -Ebene durch die Bereiche 

F F F F 

geliefert werden. 

Gehen wir im Blatte T^ von einem Punkte z zu seinem conjugirten i?, 
also so, dass wir die reale Axe zwischen und 1 überschreiten, so ge- 
langen wir in der )^ -Ebene vom Punkte ly {/) zu dem Punkte 



r— 1 



(12) 7i^{z) = A^B^A^ rij^z) (x«+i, +2, -1, -2), 

wenn wir mit A^ diejenige Substitution bezeichnen, die aus A^ dadurch 
entstellt, dass wir in den Coefficienten von A an die Stelle von + % 
setzen — i. 
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Aus (12) folgt, dass für Werthe x von jer, die zwischen und 1 
auf der realen Axe des Blattes T^ liegen, die entsprechenden ij -Werthe 
die Gleichung 

(13) ri=^A^B,l-'=n 

befriedigen, die offenbar einen &eis darstellt, der nichts anderes ist, 
vrie die Abbildung des Kreises s^ durch die lineare Function -4^iy. 
Femer haben wir nach (10) oder (12) 

(14) . x{z) = A^ri(i) = A^B,^) , 

d. hl. wenn wir von einem Punkte z von T ausgehend, den Quer- 
schnitt 2. . von demjenigen Ufer aus überschreiten, längs welchem die 

Flachen T und T mit einander zusammenhängen, und dann zu dem 

conjugirten Punkte" i von T, hingehen, so gelangen wir von ,(.) ans 
ZU dem durch die Gleichung (14) dargestellten Punkte der ij -Ebene. 
Die Gleichung (14) liefert eine Beziehung zwischen den beiden 

monogenen Functionen 

71 {z) und 17^ (^) 

der complexen Variabeln ji; diese Beziehung muss folglich nach einem 
bekannten Principe der Functionentheorie auch zwischen allen Fort- 
setzimgen dieser beiden Functionen bestehen. Es ist demnach auch 

(14a) ri{z)^A^B,-^. 

Beachten wir nun, dass B^ mit der Substitution JB^, die aus B^ hervor- 
geht, indem wir in jedem Coefficienten von B^ -|- i in — i verwandeln, 
durch die Gleichung 

verbunden ist, so ergiebt sich, wenn wir in der Gleichung (14a) an 
die Stelle von + i setzen — i: 

(15) ^)==2^B;''nX^. 

Aus den beiden Gleichungen (14), (15) ergiebt sich nunmehr 

(16) a^b,ä,b;' = \. 

Betrachten wir einen Punkt x. der auf dem den Blättern T und T 
gemeinsamen Ufer des Querschnittes l,^, liegt, so ist für denselben 

die diesen Punkten x entsprechenden i^ -Werthe befriedigen folglich die 
Gleichimg 

(17) ri^A,B,-ri, 



38 IUI. Theorie der elliptischen Modulfonction. Kapitel 3. 

und diese stellt znfolge der Gleichung (16) und da die Determinante 
der Substitution 

den Werfch — 1 hat, einen realen Kreis der i^-Ebene dar. Es ist 
folglich der Kreis 

(18) r] = Ä^B^ilj (x = i.2) 

nichts anderes, wie die Seite s ' von 1^^ , und ebenso ist der Kreis 

(19) fi^A^^B^ri (x = i,8) 

die Seite s^\ in der That verwandelt sich der Kreis (19) durch Ab- 
bildung mittelst der linearen Function A 'vi m den Kreis (18), wie man 
mit Bücksicht auf die aus (16) folgende Gleichung 

X X 

sofort erkennt. 

Wenn wir also die Querschnitte Z^, Z^ längs der realen 
j?-Axe legen, so sind die Seiten des Fundamentalbereichs F^ 
Kreisbogen, und überdies entspricht dem zwischen und 1 
gelegenen Theile der realen Axe von T ein Kreisbogen s^^ 
der offenbar durch die Ecken Ä^, X^ von F^ hindurchgeht und 
demgemäss als Diagonale des Kreisbogenvierecks F^ an- 
gesehen werden kann. 

Die Diagonale s^ theilt den Bereich jP^ in zwei Hälften, die be- 
ziehungsweise der unteren und der oberen Halbebene, in welche T 
durch die reale jgf-Axe zerfallt wird, entsprechen; und zwar sind 

nach Gleichung (10) diejenigen Punkte 
riii) und ^^(i?), die conjugirten Punkten 
z und 'z der beiden Halbebenen von T 
entsprechen, im Sinne der in der Nr. 200 
(Bd. n, 1, S. 271) eingeführten Termino- 
logie, Spiegelbilder von einander in 
Bezug auf den Diagonalkreis s^. Es ist 
also auch s^ das Spiegelbild von s^ und 
5j das Spiegelbild von s^ in Bezug auf 
1^ s^. Hieraus schliessen wir, dass die 
Fig. 19. Winkel der Kreisbogendreiecke 

(Aj k^ Aj) , (Aj A3 Aj) , 

welche der unteren beziehungsweise der oberen Halbebene von T ent- 
sprechen, bei den Ecken A^, X^ beziehungsweise X^ und X^ gleich 




sein müssen. 



^*i; »*3 7 ^*a 
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Denn die Abbildung durch reciproke Radiiyectores ist nach elemen- 
tar-geometrischen Sätzen eine winkeltreue; also ist 

da aber nach dem Satze der Nr. 209 (Bd. 11, 1, S. 310) 

^(s,,<) = 2«*,, ^(5i,<) + ^«,52) = 2^*3, ^«,^2) = 2«*, 

ist, 80 folgt unmittelbar die Richtigkeit unserer Behauptung. 

Durch geeignete Wahl von rj können wir es stets erreichen, dass 
der Kreisbogen s^ in eine gerade Linie übergeht, d. h. dass in der 
Gleichung (11) c^ verschwindet. Dann TOre das Kreisbogenyiereck F^ 
in Bezug auf die geradlinige Diagonale s^ symmetrisch. Wir über- 
tragen diese Bezeichnung auch auf den allgemeinen Fall, wo s^ keine 
gerade Linie ist, und sagen demgemäss: 

Das Kreisbogenviereck F^ wird durch die Diagonale s^ in 
zwei symmetrische Hälften getheilt, die beziehungsweise der 
unteren und oberen Halbebene des Blattes T entsprechen. 

Wir bezeichnen die Operation, durch welche man von einem 
Punkte 17 zu seinem Spiegelbilde in Bezug auf einen Kreis 

cqij + aiy + a^ + ^ = 
übergeht, und die durch 

dargestellt wird, als eine Spiegelung angewandt auf rj. Hierin sind 

also b, c reale Grössen. Dann stellt zufolge der Gleichung (16) die 

Gleichung (14) für 

x = + l, +2, -1, -2 

ebenfalls Spiegelungen, und zwar Spiegelungen über die Kreise 

dar. Setzen wir 

(20) AS,=^B^, 



80 ist die Substitution Ä^ in der Form 



— 1 



darstellbar, d. h. wenn wir auf einen Punkt rj von F^ anwenden die 
Spiegelung B^ und dann auf den so entstehenden Punkt die Spiege- 
lung B^y SO gelangen wir zum entsprechenden Punkte Ä^rj des Be- 
reiches F^y oder kürzer, die Substitution Ä^ ist äquivalent der hinter- 
einander erfolgten Anwendung der Spiegelungen B^ und B^, 
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Die Spiegelungen B^ sind aber auch einer einfsEichen analytischen 
Deutung fähig. Beachten wir nämlich^ dass ebenso wie F^ durch s^, 
jeder Bereich F^ durch den Ereis Ä^s^ in zwei symmetrische Hälften 
zerlegt wird, die den beiden Halbebenen des Blattes T^ entsprechen, so 
lehrt die Gleichung (14), dass die conjugirten jßf-Werthen entsprechen- 
den Punkte der Bereiche F^ und F^ durch die Spiegelung B^ aus- 
einander hervorgehen. 



270. Dreieokstheilung, die ans einem Kreisbogendreieoke entspringt. 

Abbildung eines Exeisbogendreiecks auf eine Halbebene. 

Daa Biemann'sche FortsetBungsprinoip. Dreieoksfonotionen. 

Die hier für die Bereiche F^, F^, F^, F_,, F_, gefundenen Er- 
gebnisse übertragen sich ohne weiteres auf alle Bereiche 

F 

die (vergl. Nr. 210, Bd. H, 1, S. 313) durch die Substitutionen 

A- A- '-'A-rj (xi,X2, . ■x;i = l,2) 

der projectiven Monodromiegruppe -ö* der Differentialgleichung (2) aus 
F^ hervorgehen und den Blattern 

T 

r 

der über der ^er- Ebene ausgebreiteten unendlich yielblättrigen Flache B, 
die die Verzweigung der Function ri{0) darstellt, entsprechen. 

Jeder dieser Bereiche zerfällt durch die Abbildung des Kreis- 
bogens Sq in zwei symmetrische Kreisbogendreiecke, und wir wollen 
uns nach dem Vorgange von Herrn Klein immer dasjenige dieser 
Kreisbogendreiecke, welches der unteren Halbebene des Blattes 

entspricht, schraffirt, das andere, der oberen Halbebene entsprechende 
unschraf&rt denken (vergl. Fig. 19). Dann besteht die reguläre Theilung 
der Fläche F aus lauter theils schraffirten theils unschraffirten Kreis- 
bogendreiecken, die so beschaffen sind, das jedes aus einem ihm be-. 
nachbarten durch Spiegelung in Bezug auf den die gemeinsame Orenze 
bildenden Kreisbogen hervorgeht. 

Bilden wir aus den drei Spiegelungen 

^0^ ^-19 ^2 

als Fundamentaloperationen eine Gruppe <y, so entsprechen die Opera- 
tionen von 6 gegenseitig eindeutig der beschriebenen Dreieckstheilung 
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von F, und die Substitutionsgruppe fr ist in <J als Untergruppe ent^ 
halten, indem nämlich diejenigen Operationen von tf, die aus einer ge- 
raden Anzahl der Fundamentaloperationen 5„ £_,, B^ zusammen- 
gesetzt sind, Substitutionen von -8* darstellen. 

Daraus folgt auch sofort, dass die Gruppe fr in tf als aus- 
gezeichnete Untergruppe enthalten ist. 

Wir können uns nun die ganze Theilung der Fläche .F dadurch 
entstanden denken, dass wir von einem beliebigen schraffirten oder 
nicht schraffirten Dreiecke ausgehen, dieses durch Spiegelung in Bezug 
auf seine drei Seiten vervielfältigen, jedes so entstandene Dreieck wieder 
in Bezug auf jede seiner beiden freien Seiten spiegeln und so fort- 
fahren. Die Function e von iq ist dann dadurch definirt, dass sie das 
Ausgangsdreieck auf eine Halbebene eindeutig conform abbildet. 

Denken wir uns nun umgekehrt, es sei in der 17-Ebene irgend ein 
von drei Kreisbogen gebildetes Dreieck tp^ gegeben, welches in seinen 
drei Ecken fi^, ft^, ft^ die hohlen Winkel «d^, «tf^, %d^ besitzt, dann 
können wir uns die Aufgabe stellen, eine Function ( von 17 anzugeben, 
die die eindeutig conforme Abbildung dieses Dreieckes auf eine Halb- 
ebene liefert. Die Existenz einer solchen Function folgt aus einem 
allgemeinen Biemann'schen Satze, und lässt sich mit HüKe des in der 
Nr. 212 (Bd. H, 1, S.323) geschilderten Schwarz-Neumann'schen Ver- 
fahrens unschwer beweisen. Wir wollen den Existenzbeweis aber in 
indirecter Weise dadurch liefern, dass wir die gestellte Aufgabe auf 
eine bereits gelöste zurückführen. 

Sei nämlich 

eine Function von der geforderten Beschaffenheit, dann hat also für 
die Seiten des Dreieckes 9^ die Function g reale Werthe. Wir können 
auf mannigfaltige Weise eine lineare Function 

' yn + ^^ 

von ri so bestimmen, dass die eine Seite des Ereisbogendreieckes tp^ der 
ly-Ebene, etwa (/t^, fi^), auf ein Stück der realen ly'-Axe abgebildet 
wird; wählen wir z. B. «, /J, y, d so, dass 

und für irgend einen Punkt ft des Kreisbogens (fi^, |[tj) 

5^Jl| „ fL?lL±J > 
yfi + tf yf* + a 

sei, so entspricht dem Dreiecke 9^ der ij-Ebene ein Dreieck ^^ der 
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i^'-Ebene, von welchem eine Ecke im Nullpunkte^ eine zweite Ecke im 
Unendlichen liegt, während die dritte Ecke durch den Punkt 

gegeben wird. Den Seiten 

von q>^ entsprechen beziehungsweise die positive reale Axe, eine durch 
Vj hindurchgehende Gerade und ein durch die Punkte und v^ hin- 
durchgehender Kreisbogen der iy'- Ebene. Die Function 

bildet dann das Dreieck ^^ auf eine Halbebene, sagen wir z. B. die 
obere g -Halbebene ab, insbesondere entspricht den Punkten der realen 
positiven rf-Axe ein continuirliches Stück der realen f-Axe. Umgekehrt 
ist die Function rf von g nur für Werthe von g mit positivem Coeffi- 
cienten von i definirt; wir wollen zeigen, wie man mit Hülfe eines von 
Biemann herrührenden Princips diese Function in die untere g-Halb- 
ebene fortsetzen kann. 

Sei allgemein für die Punkte eines in der oberen g- Halbebene ge- 
legenen Bereiches Z eine Function 

eindeutig definirt, die diesen Bereich derart auf einen gewissen Be- 
reich T der J?- Ebene abbildet, dass H innerhalb Z endlich ist, und 
dass dem der realen g-Axe angehörigen Stücke (A, B) der Begrenzung 
von Z ein ebenfalls der realen H-Axe angehöriges Continuum von 
Punkten der Begrenzung von T entspricht. Bilden wir dann die 
monogene Function 

von ^, so ist dieselbe in dem Bereiche Z, der aus Z durch Spiege- 
lung in Bezug auf die reale g-Axe entsteht, eindeutig definirt und geht 
längs des Stückes (Ä, B) der realen g-Axe stetig in die Function H 
über. Der Ausdruck 

wo die beiden Integrale über die Begrenzungen von Z beziehungsweise 
Z im positiven Sinne zu erstrecken sind, stellt für Werthe von g inner- 
halb Z die Function Hy für Werthe von g innerhalb Z die Function H 
dar. Dieser Ausdruck ist aber nichts anderes wie 
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wo das Integral über die Begrenzung des durch Vereinigung von Z 
und Z entstehenden Bereiches zu erstrecken ist, und F auf den der 
Begrenzung von Z angehörenden Punkten mit K^ auf den der Be- 
grenzung von Z angehörenden Punkten mit H übereinstimmt. Das 
Integral (I) stellt aber innerhalb des Gesammtbereiches Z -^ Z eine 
monogene Function der complexen Yariabeln l dar, und es ist somit 
H nichts anderes wie die analytische Fortsetzung der innerhalb Z 
definirten Function H in den Bereich Zy und zwar entsprechen öon- 
jugirten complexen Werthen von g auch conjugirte complexe Werthe 
von H. Kurz ausgesprochen lautet also unser Resultat wie folgt: 

Wenn einem zusammenhangenden Stücke der realen g-Axe 
ein ebenfalls zusammenhängendes Stück der realen H-Axe 
entspricht, so entsprechen conjugirten complexen Werthen 
von g auch conjugirte complexe Werthe von S, 

Dieses Princip, welches auch im Folgenden noch wiederholt zur 
Anwendung gelangen wird, wollen wir als das Riemann'sche Fort- 
setzungs- oder Symmetrieprincip bezeichnen. 

Für die Function rf von f ergiebt sich also, dass, wenn wir von 
einem Punkte g der oberen Halbebene nach dem conjugirten Werthe f 
gehen, indem wir die reale Axe längs desjenigen Abschnittes über 
schreiten, der der positiven realen ly'-Axe entspricht, der in f stattfindende 
Werth der analytischen Fortsetzung der Function iy' von f nichts 
anderes ist, wie der conjugirte complexe Werth des in f stattfindenden 
Werthes von iy'. Oder wenn wir wieder auf rj selbst zurückgehen und 
beachten, dass conjugirten complexen Punkten der i^'-Ebene Punkte 
der 17 -Ebene entsprechen, die Spiegelbilder von einander in Bezug auf 
den Kreis (ft^, [i^ sind, so haben wir den Satz: 

Wenn eine Function g die eindeutig conforme Abbildung 
des Ereisbogendreiecks 9^ der ly-Ebene auf die obere g-Halb- 
ebene vermittelt, so erfüllen die ly-Werthe, die wir erhalten, 
wenn wir die Function i^ von g von der oberen Halbebene in 
die untere fortsetzen, indem wir die reale g-Axe längs des 
der Seite (ji^, f*x4-i) ^^^ % entsprechenden Stückes über- 
schreiten, das Dreieck 9^, welches aus tp^ durch Spiegelung 
in Bezug auf die Seite (/t^, ft, , 1) entsteht. 

Bezeichnen wir die Spiegelung in Bezug auf die Seite (/t^, ft^ . j) 
durch C^ und durch (i^_^^ das Spiegelbild der Ecke f*^ , ^ in Bezug 
auf den Kreis (/t^, f*^^i), (für x = 1, 2, 3; dabei sind die Indices, 
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welche grosser als 3 ausfallen^ stets modulo 3 zu reduciren), so haben 
wir in dem aus Vereinigung von (p^ und (p^ entstehenden Bereiche ein 

Viereck, in welchem die Seite (ji^, f^x+s) *^^ (^x^ '^x+a) ^^^"^ ^^ 
lineare Substitution 

c crLn 

und die Seite (f*^ . j, /^x+a) *^® (^x+i> ^ie+2) ^^''^^'^ ^^ lineare Sub- 
stitution 

hervorgeht. Die Winkel dieses Vierecks bei den Ecken fi^, l^x4-i ®^^^ 
beziehungsweise 2«*^, 2«^^ , j, die Summe der Winkel bei den Ecken 

Die Function ^ von i^ (sofern sie existirt) hat die Eigenschaft^ 
jenes Viereck eindeutig conform auf diejenige Fläche abzubilden, die 
wir erhalten, indem wir diejenigen beiden Theile der realen g-Axe, die 

den Seiten (ft^, H'x-\-i)> (^x+a> ^x+i) ^^^ % entsprechen, als Quer- 
schnitte der ^- Ebene auffassen. Die Existenz einer so beschaffenen 
Function g haben wir aber in den Nummern 213—216 (Bd. II, 1, S. 327 ff.) 
bewiesen, und gefanden, dass, wenn wir über die noch verfügbaren 
drei willkürlichen Constanten so disponiren, dass für 1; = fi^, n^, (i^ 
die Function die Werthe 0, 1, 00 annimmt, dieselbe mit der unabhängigen 
Variabein der Differentialgleichung (2) übereinstimmt. Hieraus folgt 
nun weiter, dass wir den Existenzbeweis für die Function g gar nicht 
erst wie in den Nummern 213, 214 auf die Methode der Herren 
Schwarz und G. Neumann zu gründen brauchen, sondern dass es 
genügt, wenn wir mit Hülfe des in den Nummern 215, 216 angewandten 
Verfahrens zeigen, dass diese Function aus der Differentialgleichung (2) 
durch Umkehrung des Integralquotienten entsteht. Wir haben also 
den Satz: 

Die unabhängige Variable der Differentialgleichung (2) 
als Function des Integralquotienten 17 liefert für Werthe der 
dj, d^j ^3, die real, nicht negativ und kleiner als Eins sind, die 
allgemeinste Function, die ein Ereisbogendreieck mit den 
hohlen Winkeln 

^*i; ^*2? ^*8 

eindeutig conform auf eine Halbebene abbildet. 

Man nennt darum rj als Function von z wohl auch eine Drei- 
ecksfunction; wir bezeichnen mit Herrn Schwarz diese Function 
von z durch 
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271. EreiBbogendreieok xnit drei verBOhwindenden Winkeln. 

Orthogonalkreis. 

Wenn wir uns die Theiliing der Fläche F in der in der vorigen 
I^ummer (S. 40) beschriebenen Weise hergestellt denken^ indem wir 
von einem Ereisbogendreiecke^ etwa (A^ y k^ j X^\ ausgehen, so gewinnen 
^r damit den Vortheil, dass wir uns von der Art der Zerschneidung 
der 0-Ebene völlig unabhängig gemacht haben. 

Spiegeln wir nämlich das Ausgangsdreieck in Bezug auf die drei 
Seiten s^^ s^y 8^, so können wir dasselbe mit irgend einem der ent- 
standenen ^ei Spiegelbilder zu einem Vierecke vereinigen und erhalten 
jedesmal einen Fundamentalbereich für die Theilung der Fläche F, 
Dabei giebt dieser Fundamentalbereich die eindeutig conforme Ab- 
bildung der jer-Ebene, in welcher wir uns dann diejenigen beiden Theile 
der realen jer-Axe als Querschnitte zu denken haben, die den beiden frei 
gebliebenen Seiten des Ausgangsdreieckes entsprechen. 

Wir halten die bisher angewandte Zerschneidung durch die Quer- 
schnitte l^y l^ fest, und haben also, wenn wir von dem schraf&rten 
Dreiecke (A^, il^, A^) ausgehen, die den Seiten s^y s^y s^ entsprechenden 
Spiegelungen 

aus denen sich die Fundamentalsubstitutionen in der Form 

Ä^ = BqBZ\j ä^ = B^B^ 

zusammensetzen. Hieraus ist sofort ersichtlich, dass die Doppelpunkte 
der Substitution Ä^ nichts anderes sind, wie die Schnittpunkte der 
beiden Kreise 5^, s^ und die Doppelpunkte von A^ nichts anderes wie 
die Schnittpunkte von s^, s'^. Femer folgt aus der Gleichung 

dass die Schnittpunkte der Kreise s^ und s'^ mit den Doppelpunkten 
von Ä^ übereinstimmen. 

Wenn also für eine der Substitutionen Ä^y Ä^y Ä^ die Doppel- 
punkte zusammenfallen, d. h. wenn die betreffende Substitution eine 
parabolische ist, so berühren sich die betreffenden Kreise, in Ueberein- 
stimmung mit der Thatsache, dass in diesem Falle der betreffende 
Winkel des Kreisbogendreieckes verschwinden muss. 

Wenn g eine eindeutige Function von rj sein soll, so müssen die 
Grössen d,, d„ *, in der Form 

1 

= (x = l,«,8) 

9x 
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darstellbar sein, wo die g^y g^j g^ positire ganze Zahlen oder unend- 
lich gross sind. 

Im Falle wo die Differentialgleichung (2) die eanonische Form 
der Legendre'schen Differentialgleichung (L) darstellt^ haben wir ins- 
besondere 

<»i = *, = *, = 0; 

das Ereisbogendreieck der ly-Ebene hat also drei verschwindende Winkel, 
d. h. die Seiten desselben berühren sich in den Eckpunkten. 
Wir können dann fOr den speciellen Integralquotienten 

sofort das entsprechende Ereisbogendreieck angeben. Bedenken wir 
immlich^ dass wie in der Nr. 248 (Bd. II, 1, S. 480, 481) gezeigt wurde, 
für Werthe von Zy die auf der realen Axe zwischen und 1 liegen, 
Ky K^ real positiv sind, also x auf der oberen Hälfte der lateralen 
Axe der r- Ebene gelegen ist, so erkennen wir zunächst, dass die 
Seite 8q unseres der unteren jer-Halbebene entsprechenden Ereisbogen- 
dreieckes nichts anderes ist, wie der in der oberen r- Halbebene gelegene 
Theil der lateralen Axe. Die Gleichung von s^ lautet also 

d. h. die Spiegelung B^ ist einfach 



^'-{-i ?)■ 



Hieraus finden wir nnn die den anderen Seiten s^, s'^ entsprechenden 
Spiegelungen durch die Formeln (20) der Nr. 269 (S. 39), denn die 
Fundamentalsubstitutionen A^, A. sind nach den Formeln (17) der 
Nr. 249 (Bd. ü, 1, S. 483) bekannt. Es ist nämlich 



(1) 



Ä. - AT' ä:^ = (- 1 -J), 



die Spiegelungen -B_i, B^ lauten also 

(2) p-. = V5o = (J _?), 

und die Gleichungen von s^, s^ haben folglich die Form 
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Es ist jetzt dasjenige Ereisbogendreieck zu nehmen, welches lauter 
verscbwindende Winkel hat and dessen eine Seite die obere Hälfte der 
lateralen Axe ist. Die Seite sj ist also der in der oberen r-Halbebene 
gelegene Halbkreis des Kreises mit dem Mittelpunkte — y und dem 
Radios -r- , die Seite s, die obere Hälfbe der durch den Punkt — 1 
zur lateralen Axe gelegten Parallelen. Man hat folglich 

Aj = (X), As = 0, Aj = — 1, 
und das sind in der That die Doppelpunkte der drei Substitutionen 

A' A' A- 
Spiegeln wir nun das so bestimmte zu schrafBrende Ereisbogendreieck 
(vei^l. die Fig. 20} in Bezug auf die Seite s,,, so erhalten wir das der 



oberen «-Hdbebene entsprechende symmetrische Dreieck, welches mit 
dem ursprOnglichen vereint die Abbildung der f-Ebene liefert, die wir 
uns durch die längs der realen Are gelegten Querschnitte l^, l^ zer- 
schnitten zu denken haben. In der Figur sind auch noch die Spiege- 
lungen des Aasgangsdreieckes in Bezug auf die beiden anderen Seiten 



In Bezog auf die durch wiederholte Spiegelang des Ausgangs- 
dreiecks oder durch Anwendung aller Substitutionen der aus den 

als Basis gebildeten projectiven Gruppe auf den Fundamentubereich 

J^. = (oo, -1,0, +1) 
entstehende Theilung der Fläche F können wir nun eine Reihe höchst 
folgenreicher Bemerkungen machen. 
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Wenn wir statt r einen anderen Integralquotienten rj onserer 
Differentialgleichung (L) zu Qrunde gelegt hätten, so würden wir als 
Abbildung der unteren jer-Halbebene ein anderes Kreisbogendreieck mit 
lauter verschwindenden Winkeln gefunden haben. Umgekehrt können 
wir, wenn irgend ein Ereisbogendreieck, dessen sämmtliche Winkel 
gleich Null sind, vorgelegt ist, dasselbe als die Abbildung der unteren 
jer-Halbebene vermittelst eines Integralquotienten der Differentialgleichung 
(L) ansehen. Um die Richtigkeit dieser Bemerkung zu erkennen, 
brauchen wir nur nachzuweisen, dass jedes Kreisbogendreieck mit ver- 
schwindenden Winkeln als die Abbildung des in der r-Ebene gezeich- 
neten Dreiecks mit den Seiten 5^, s^, s^ vermittelst einer linear ge- 
brochenen Function aufgefasst werden kann. 

Es gilt aber der allgemeine Satz: 

Zwei Kreisbogendreiecke, welche dieselben Winkel in 
derselben Reihenfolge haben, gehen durch Abbildung ver- 
mittelst einer linear gebrochenen Function aus einander 
hervor. 

In der That, seien die Ecken des einen Dreieckes in der ij- Ebene 

^1; ^if ^s? 
die des anderen in der {[-Ebene in derselben Reihenfolge 

^If ^"2^ C'zf 

so ist die abbildende linear gebrochene Function einfach 

v — h h — ^i £~^i H^f*2 

V — h h^ h ~ f — f*2 f*8 ~ ^1 

Denn die Abbildung durch diese Function ist einerseits winkeltreu, 
andererseits verwandelt, sie Kreisbogen in Kreisbogen. Ein Kreisbogen- 
dreieck ist aber durch Angabe seiner Ecken und Winkel (im All- 
gemeinen) eindeutig bestimmt. 

Denken wir uns also für einen beliebigen Integralquotienten tj 
von (L) das zugehörige (schraffirte) Kreisbogendreieck mit den Ecken 
f^i? f^i} f^8 ^^^ verschwindenden Winkeln. Legen wir dann durch die 
drei Punkte fi^, fi^, (i^ einen Kreis, so schneidet derselbe die drei 
Seiten orthogonaL Für den besonderen Integralquotienten r ist 
dieser Orthogonalkreis nichts anderes wie die reale r-Axe. 

Wenn man die Seiten eines Kreisbogendreiecks mit lauter ver- 
schwindenden Winkeln zu Vollkreisen ergänzt, so begrenzen diese 
Ej-eise noch ein zweites Dreieck, dessen drei Winkel ebenfalls gleich 
NuU sind. Von diesen beiden Dreiecken liegt stets das eine ganz 
innerhalb, das andere ganz ausserhalb des Orihogonalkreises. 
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Wir wollen um die Vorstellung zu fixiren annehmen, dass die 
Seiten des Kreisbogendreiecks (/tj, ft^, fi^) innerhalb des Orthogonal- 
kreises verlaufen. 

Hat man einen Kreis K und legt einen denselben rechtwinkelig 
schneidenden Kreis K!y so wird bei der Spiegelung in Bezug auf K 
offenbar jeder Punkt von K' wieder in einen Punkt von K' ver- 
wandelt; ebenso verwandelt sich jeder Punkt, der innerhalb von K' li^, 
wieder in einen Punkt innerhalb, und umgekehrt jeder Punkt ausser- 
halb von K' in einen Punkt ausserhalb (vergl. Nr. 281, 282). 

Wir schliessen hieraus zuvörderst, dass die aus dem Dreiecke 
(fij, ik^f ftj) durch einmalige Spiegelung in Bezug auf die drei Seiten 
hervorgehenden Dreiecke auch innerhalb des Orthogonalkreises liegen. 
Femer folgt aber aus dem Umstände, dass die Abbildung durch reci- 
proke radii vectores eine winkeltreue ist, dass die sammtlichen Seiten 
der aus (/li^ , ^^ , ft,) durch Spiegelung entstandenen Dreiecke den Ortho- 
gonalkreis ebenfalls unter rechten Winkeln schneiden. Also haben wir 
das Resultat: 

Die sammtlichen aus dem Dreiecke (ft^, jct^, ft,) durch 
wiederholte Spiegelung über eine ihrer Seiten entstehenden 
Dreiecke befinden sich innerhalb des Orthogonalkreises und 
ihre Seiten schneiden den Orthogonalkreis unter rechtem 
Winkel, während ihre Ecken auf dem Orthogonalkreise liegen. 



Sohlesingor, Blfferentlalgleiobiiiigen. H, 2. 



Viertes Kapitel. 

272. Disoontiniiität der Gruppe, die atiB einem Ereisbogendreieoke 
mit versciLWindenden Winkeln entspringt. Ftmdamentaleigenschaften 

der Modulfanotion. 

Betrachten wir nunmehr das Ausgangsdreieck (ft^, (i^^ (i^^ so wird 
das Innere des Orthogonalkreises durch die drei Seiten dieses Dreiecks 
in vier Gebiete getheilt, nämlich das Dreieck (/t^, ft^, ft^) selbst und 
die drei Gebiete, die von dem Orthogonalkreise und je einer Dreiecks- 
seite begrenzt werden. Gonstruiren wir das Spiegelbild von (f*^, ft^^ /*s) 
in Bezug auf die Seite (jl^, f^xH-i)> ^^ theilen die Seiten desselben das 
zwischen dem Orthogonalkreise und (ji^y ft^^^) gelegene Gebiet in drei 
Theilgebiete, nämlich das gespiegelte Dreieck selbst und die zwischen 
dem Orthogonalkreise und den beiden freien Seiten gelegenen Gebiete. 

Wenn wir allgemein die Spiegelung der entstehenden Dreiecke in 
Bezug auf eine ihrer Seiten beliebig oft wiederholt haben, so erscheint 
das Innere des Orthogonalkreises in eine gewisse Anzahl von Gebieten 
zertheilt, nämlich in die Dreiecke einerseits, und die Gebiete ©i, Kg, • • • E^, 
die zwischen den freien Seiten jener Dreiecke und dem Orthogonal- 
kreise liegen, andererseits. Spiegeln wir nun weiter eines der äussersten 
Dreiecke um eine seiner freien Seiten, so liegt das entstehende Spiegel- 
bild nothwendig innerhalb des einen der Gebiete S^ , ßg , • • • ©^ , es 
ist folglich unmöglich, dass von den durch die successiven Spiege- 
lungen entstandenen Dreiecken zwei sich gegenseitig überdecken. 

Vielmehr lagern sich diese Dreiecke schlicht und lücken- 
los neben einander. 

Offenbar liegen nur die Eckpunkte der durch die successiven 
Spiegelungen entstandenen Dreiecke und niemals andere Punkte der- 
selben auf der Peripherie des Orthogonalkreises; femer ist der Flächen- 
inhalt eines jeden dieser Dreiecke eine endliche und von Null ver- 
schiedene Grösse. Daraus folgt, dass die Dreiecke, durch je öfter 
wiederholte Spiegelung sie entstanden sind, sich imi so naher an die 
Peripherie des Orihogonalkreises herandrängen, und dass (wenn der 
Orthogonalkreis ein wirklicher Kreis, und nicht wie für t eine gerade 
Linie ist) ihre Flächeninhalte immer kleiner und kleiner werden. 
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Ehe wir weiter gehen ^ sehen wir zu, was für Folgerungen sieh 
aus den bisher erlangten Ergebnissen ziehen lassen. 

Für die r-Ebene sind die Seiten der aus dem Ausgangsdreiecke 
durch successive Spiegelung entstandenen Dreiecke stets entweder 
Parallele zur lateralen Axe, oder Halbkreise, deren Mittelpunkte auf 
der realen Axe liegen, femer verbleiben diese Dreiecke sämmtlich in 
der oberen Halbebene, und mit Ausnahme der Ecken nach einer end- 
lichen aber sonst beliebig grossen Anzahl von Spiegelungen stets in 
endlichem Abstände von der realen r-Axe. Also ist nicht nur für alle 
;8r-Punkte des Blattes T sondern auch in jedem Blatte 

in welches wir nach Ausführung einer endlichen Anzahl von Umläufen 
um die Punkte 0, 1 gelangen, der Goefficient von i in r wesentlich 
positiv. 

Damit ist der Beweis des in der Nr. 267 (S. 31) angegebenen Satzes 
geliefert, d. b. es ist gezeigt: 

Der Periodenquotient r besitzt für jeden Werth von Zj 
mit Ausnahme von 0, 1, oo, d. h. also für jeden Werth des 
Moduls It des elliptischen Integrals erster Gattung, einen 
wesentlich positiven Coefficienten von i. 

Hieraus folgt nun, wie in der Nr. 267 (S. 31) erörtert wurde, auf 
Orund der Darstellung von ä; durch die Quotienten der ^-Reihen, dass 

der Modul i ebenso wie i', K^ K' eindeutige Functionen 
von X sind, die nur für Werthe von r mit positivem Coeffi- 
cienten von i existiren. 

Dass z selbst eine eindeutige Function von r ist, können wir aber 
auch, ohne von den Darstellungsformeln der Nr. 267 Gebrauch zu machen, 
sofort erweisen. 

In der That ist die aus der Basis 

erzeugte projective Monodromiegruppe der Differentialgleichung (2) im 
Sinne der Definition der Nr. 216 (Bd. H, 1, S. 345) eine discontinuirliche, 
denn nach den gefundenen Ergebnissen sind die daselbst aufgestellten 
Bedingungen 1), 2),' 3) für die Fläche JP, die (vergl. Nr. 200, Bd. H, 1, 
S. 313) die Projection des Gebildes (0, r) auf die r-Ebene darstellt, 
erfüllt. Also folgt nach den Ergebnissen der Nr. 216 ohne Weiteres, 
dass z eine eindeutige Function von x sein muss, die 
innerhalb des Fundamentalbereiches F^^ d. h. innerhalb des 
Kreisbogen Vierecks 

(00,-1,0,1), 
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jeden Werth mit Ausnahme von 0^ 1, <x> einmal und nnr ein- 
mal annimmt. 

Die Discontinuitat der aus der Basis (1) erzeugten (Gruppe d" lässt 
sich auch noch direct erweisen^ indem man die Punktmenge der Doppel- 
punkte aller Substitutionen dieser Gruppe in's Auge hast. 

Da die Coefficienten der Substitutionen Ä^^ Ä^^ Ä^ ganze Zahlen 
sindy so gilt das Gleiche auch f&r die sämmÜichen Substitutionen 
von «O*, d. h.: 

Die Substitutionen von d sind ganzzahlig und unimodular. 

Hat man irgend eine ganzzahlige unimodulare Substitution, so 
kann man die Coefficienten derselben in Bezug auf ihren Bestcharakter 
nach einem ganzzahligen Divisor n untersuchen. Man bemerkt dann 
sofort^ dass, wenn zwei solche Substitutionen 

so beschaffen sind, dass in beiden der erste und vierte Goefficient den 

Rest Hz 1; der zweite und dritte den Rest modulo n lässt, dieselbe 

Eigenschaft auch den inversen Substitutionen und ebenso der compo- 

nirten Substitution 

(aa'+ßy^ aß'+ßd\ 

\ya-{- 8y y^'+ SS/ 

zukömmt. Wir deuten diese Beschaffenheit einer Substitution dadurch 
an, dass wir schreiben 

(y *) - ("~ ± i) ("»od »). 

Dann sehen wir aus der Form (1) (S. 46) der Substitutionen A^ , Ä^ 
sofort, dass 

^-^=(1 J)(mod2) 

ist; folglich genügt auch jede Substitution A unserer Gruppe ^ 
dieser selben Gongruenz: 

(3) ^ = (1 J) (mod 2). 

Sei nun 

SO sind die Doppelpunkte dieser Substitution durch die Gleichung 

yri + (tf — a)ri — /J = 
bestimmt, d. h. sie steUen sich in der Form dar 

(4) ,_=-±yS^. 
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Nun kann niemals 

sein, denn aus 

ergäbe sich sonst 

(5) /}y + 2 = (l-«)(l + «); 

nun ist aber nach (3) 

(l — a){l + a) = (mod 4), ßy + 2 = 2 (mod 4), 

also die Gleichung (5) unmöglich. Es ist folglich, da a, d beide 
ungerade Zahlen sind, 

d. h. die Doppelpunkte der Substitution A sind stets real. 

Hieraus folgt zunächst, dass alle Substitutionen der Gruppe %* 
entweder parabolisch oder hyperbolisch sein müssen. In der That 
sind die Goefßcienten aller Substitutionen von d* reale Zahlen; für uni- 
modulare Substitutionen mit realen CoefGcienten oder, wie wir kurz 
sagen, filr reale unimodulare Substitutionen gilt aber der 
folgende Satz: 

Eine reale unimodulare Substitution kann niemals loxo- 
dromisch sein; sie ist elliptisch, hyperbolisch oder para- 
bolisch, jenachdem ihre Doppelpunkte conjugirt complex, 
real und von einander verschieden oder zusammenfallend sind. 

Die Richtigkeit dieses Satzes erhellt unmittelbar aus den Formeln 
der Nr. 199 (Bd. 11, 1, S. 267 ff.), wenn man daselbst die a, /J, y, * als 
reale Grossen voraussetzt. 

In der That sind für die beliebige reale unimodulare Substitution 

die Doppelpunkte A, ft durch die Formel 

^y ^^ 4y* 

gegeben. Wenn nun 

(a + <J)»4=4, 
d. h. die Substitution keine parabolische ist, so ist der Multiplicator 






\ 



rj^4. —•'fi^fi 



real und demnach die Substitution eine hyperbolische, wenn A, /i real, 
d. h. wenn 

(« + *)*> 4 
ist; dagegen haben wir für 
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da in diesem Falle A^ ft conjugirte complexe Grössen sind, 

und die Substitution ist demnach eine elliptische. Wenn endlich 

{a + (J/ = 4 

ist, so ist die Substitution parabolisch und ihr Doppelpunkt ein Punkt 
der realen Axe. 

Die von den Doppelpunkten der Substitutionen der Gruppe ^ ge- 
bildete Punktmenge liegt also ganz auf der realen r-Axe. Da nun eine 
Substitution mit ganzzahligen Goefficienten niemals eine infinitesimale 
.im Sinne der Nr. 202 (Bd. II, 1, S. 280) sein kann, so folgt hieraus 
nach den Ergebnissen jener Nummer, dass die Gruppe ^ in jedem 
Punkte der r-Ebene, der nicht der realen Axe angehört, jedenfedls 
eigentlich discontinuirlich ist. 

Irgend ein Zweig der Function z von 8 erfährt, wenn z einen 
einfachen Umlauf um einen der Punkte 0, 1, oo vollzieht, nothwendig 
eine parabolische Substitution der Gruppe %: Also können die 
Punkte 0, 1, oo der jBf-Ebene nur Doppelpunkten parabolischer Sub- 
stitutionen von Q-y und somit niemals Punkten der r-Ebene mit von 
Null verschiedenem Coef&cienten von i entsprechen. Daraus folgt, dass 
der Existenzbereich der Function von r nothwendig die ganze obere 
r- Halbebene umfassen muss, denn wir können von einem Punkte dieser 
Halbebene aus, für den die Existenz der Function z feststeht, zu jedem 
anderen Punkte derselben Halbebene durch eine Folge von in einander 
greifenden Kreisen übergehen, die weder in ihrem Innern noch auf 
ihrer Peripherie mit der realen r-Axe Punkte gemein haben, so dass 
wir also immer zu Stellen r kommen, die Stellen z entsprechen, in 
deren Umgebung sich r als Function von z und folglich auch z als 
Function von r regulär verhält. Wir haben also den Satz: 

Die Function z von x existirt in der ganzen oberen 
r-Halbebene und verhält sich in der Umgebung jeder Stelle r, 
deren Coefficient von i wesentlich positiv ist, regulär. 



273. Disoussion der Funkte der realen Axe. Die ganzzahligen uni- 
modularen Gruppen Jlf und M^. Satz von Biemann und Dedekind. 

Da die Werthe von r, die zu einem von 0, 1, cx) verschiedenen z 
gehören, wie wir bewiesen haben, stets in der oberen Halbebene liegen, 
da sich femer die Doppelpunkte parabolischer Substitutionen dfix 
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Gruppe &y die allein den singolären Stellen z^^O^ 1, oo entsprechen 
können^ auf der realen r-Axe befinden, so schliessen wir, dass eine 
analytische Fortsetzung der Function g von t nach der unteren 
r-Halbebene hin nicht möglich ist. 

Es wird demnach im Sinne der Erörterungen der Nummern 203, 
204 die reale Axe mit der daselbst definirten abgeschlossenen Punkt- 
inenge P identisch sein, und in der That trennt dieselbe zwei Gontinua, 
nämlich die beiden r -Halbebenen, innerhalb deren die Gruppe d* eigent- 
lich discontinuirlich ist, von einander; eines dieser Gontinua ist der 
Bxistenzbereich der eindeutigen Function g yon r (vergl. den Satz der 
Nr. 204, Bd. ü, 1, S. 287). 

Wir wollen nun noch einen directen Nachweis daf&r liefern, dass 
die Punktmenge Q der Doppelpunkte aller parabolischen Substitutionen 
der Gruppe d" auf der realen t-Axe überall dicht ist, und gehen zu 
dem Ende etwas genauer auf den arithmetischen Gharakter der 
Gruppe d ein. 

Die Gesammtheit aller ganzzahligen projectiven unimodularen 
Substitutionen bildet offenbar eine Gruppe, die wir im Folgenden stets 
durch M bezeichnen wollen. Diejenigen unter den Substitutionen 
von Jf, die der Gongruenzbedingung 



G ö - (± j ± ?) <"°^ "> 



Genüge leisten, bilden zufolge der in der vorigen Nummer (S. 52) 
nachgewiesenen Eigenschaften derselben ebenfalls eine Gruppe üf^, die 
also in üf als Untergruppe enthalten ist und die wir mit Herrn Klein 
als die Hauptcongruenzgruppe n^' Stufe bezeichnen. Die Haupt- 
congruenzgruppe zweiter Stufe Jtf^, deren Substitutionen durch die 
Congruenz 

« C ö - ö ?) '■•"^ ^) 

charakterisirt werden, enthält, wie wir gesehen haben, die Gruppe d 
jedenfalls als Untergruppe' in sich. 

Wir wollen nachweisen, dass sie mit dieser Gruppe 
geradezu zusammenfällt. 

Zu dem Ende brauchen wir nur zu beweisen, dass sich jede Sub- 
stitution von Mj die der Gongruenz (6) Genüge leistet, durch Gompo- 
sition aus den beiden Substitutionen J.^, Ä^ zusammensetzen lässt. 

Es ist offenbar für aUe ganzzahligen (positiven und negativen) 
Werihe von m und n 

Am_n 2m\ An_( 1 0\ 



1 
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Sei nun 



so haben mi 






y 

Man kann nun offenbar die Zahlen tn, n so wählen, dasa 

|2my + <y|<|y|, 
|y — 2n*|<|*| 

ist. Bilden wir also die Folge von Substitationen 

u. s. f. 
so kann man über die Zahlen 

^If ^19 ^i> ^if ' ' ' 

so yerfügen, dass 

\it\<\rU InKl^il» l*J<lyxl, |y,l<l*J,--- 

SO lange nicht eine der Zahlen y^, S^ verschwindet. Wir erhalten auf 
diese Weise eine Folge von ganzen Zahlen 

■ y; *i; Vif *8> y«; ••• 

die dem absoluten Betrage nach abnehmen, bis eine derselben gleich 
Null wird. Je nachdem diese verschwindende Zahl ein y oder ein d 
ist; erhalten wir also 

oder 

Der letztere Fall ist aber ausgeschlossen, da 

ß, = y,_^ = (mod 2) 

sein muss und folglich nicht 

ßxn-i^ — ^ 

sein kann. Im ersteren Falle muss 
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also entweder a^, S^ beide gleich + 1 oder beide gleich — 1 sein. 

Da femer 

ßj^ = (mod 2) 

ist; so haben wir 

also ist in der That Ä als Product von Potenzen der Ä^ , A^ darstell- 
bar. Wir erhalten also den wichtigen Satz: 

Die projective Monodromiegruppe der Differentialglei- 
chung (L) ist die Hauptcongruenzgrnppe zweiter Stufe M^, 

Wir betrachten nun irgend eine parabolische Substitution 



(y d) 



der Gruppe Q" oder (wie wir sie nunmehr nennen können) M^. Dann 
ist also 

(« + *)' = 4, 

und der Doppelpunkt dieser Substitution hat den Werth 

- « — 9 
2y 

Wir können z. B. 

Toraussetzen^ da die andere mögliche Annahme durch Multiplication 
aller vier Coefficienten mit — 1 auf diese zurückgeführt wird; dann ist, 
wegen ud — /Jj; = 1 , 

(7) A = ?Lz:i_j=£. 

Bedeutet nun m^ n irgend ein Paar zu einander theilerfremder Zahlen, 
und setzen wir 

n ' 
so erhalten wir nach (7) 

a ^ 1 +^ • ww, 

(J == 1 — g ' mn, 
wo g irgend eine ganze Zahl bedeutet. Da aber die Substitution der 
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(8) (^ + 2gmn — 2gw? \ 

\ 2a V? 1 — 2a mn) 



Gruppe angehören soll, muss g als gerade 2iahl 2g ^ewSloli werden, dann 
ist also 

1 + 2g mn — 2gni^ 
2g V? 1 — 2gmnj 

für willkürliches ganzzahliges g eine parabolische Substitution^ die der 
Gruppe M^ angehört und den Doppelpunkt 

n 

besitzt, und zwar ist (8) die allgemeinste in M^ enthaltene Sub- 
stitution von dieser Beschaffenheit. 

Hieraus folgt zunächst die Richtigkeit der Behauptung, dass die 
Punktmenge Q auf der realen r-Axe überall dicht ist, und wir haben 
sogar die Einsicht gewonnen, dass jeder rationale Punkt der realen 
r-Axe als Doppelpunkt von unendlich vielen parabolischen Substitutionen 
von Jfg erscheint. 

Die Substitution (8) lässt sich offenbar in der Form schreiben 

/l + 2gmn — 2gm^ \ = /l — 2mn 2m^ \~^ 

\ 2gn l—2gmnJ \ — 2n* 1 + 2mn/ ' 

wir sehen also, dass alle parabolischen Substitutionen von üf^, die 

denselben Doppelpunkt — besitzen, als Potenzen einer einfachsten 

unter ihnen darstellbar sind. Die Gesammtheit dieser einfachsten 
parabolischen Substitutionen von M^ ist folglich der Gesammtheit der 
realen rationalen Zahlen eindeutig zugeordnet^ wenn wir eine solche 
Substitution derjenigen rationalen Zahl zuordnen, die ihren Doppel- 
punkt liefert. 

Yon diesen einfachsten parabolischen Substitutionen der Gruppe M^ 
können wir nun zeigen, dass sie sich in Tripel anordnen lassen von 
der Beschaffenheit, dass ein solches Tripel genau die Substitutionen 
darstellt, die ein Zweig des Integralquotienten r erfahrt, wenn z ein- 
fache positive Umläufe um die drei singulären Punkte 0, 1, c» voll- 
zieht. Zu dem Ende haben wir nur zu zeigen, dass jede Substitution 
von der Form 

2mn 2m 

1 -f- 2mn/ 

aus einer der drei Substitutionen -4^, Ä^, Ä^ durch Transformation 
mit einer Substitution der Gruppe M^ gewonnen werden kann. 
In der That ist, wenn 



/g\ /l — 2mn 2m \ 

^ ^ \ — 2n* 14-2mn/ 



(cJ) 
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irgend eine Substitution von M^ bedeutet 



'2 

— 1 /-• o_- ft_» 



i^^)[cd)A[cd)-[-2c' l + 2aJ' 

c")i,cd;^Vcd;-i_2d' 1+26^' 

n^U'^^^A /a&\-J_/l-2(-a+6)(-c+d) 2(-a+ft)* \ 

^^'')\cdJ^a\cdJ—\ _2(— c+d)* l+2(— o+6)(— c+d)/ ' 

also ist eine Sabstitution (9), fOr 

iw ri; 1, » E^ (mod 2), in der Form (10), 

m^O, n ?£E 1 (mod 2), in der Form (11), 

»» r~ 1 , » ^ 1 (mod 2) , in der Form (12) 

darstellbar, und die drei Substitutionen (10), (11), (12) stellen das 
Tripel Ton Substitutionen dar, welches der Zweig 

des Integralquotienten t bei einfachen positiven Umläufen von z um 
die Punkte 0, 1, oo erfahrt. Die Doppelpunkte dieser drei Substitu- 
tionen sind folglich nichts anderes wie die Eckpunkte des schrafGrten 
Dreiecks, welches aus dem Ausgangsdreiecke durch Abbildung mittelst 
der linearen Function (13) hervorgeht. Wir haben also den von Rie- 
mann und Herrn Dedekind herrührenden Satz: 

Alle rationalen Punkte der realen r-Axe sind Eckpunkte 
der Dreieckstheilung der die obere r-Halbebene schlicht und 
lückenlos bedeckenden Fläche F. Und zwar entspricht ein 

rationaler Werth 

m 

n 

den Eckpunkten r«=0Oy 0, — 1 des Ausgangsdreiecks, d. h. 

den singulären Punkten jer ==== 0, 1, cx> der Differentialgleichung 

(L), jenachdem 

m^l, M ^ I 

m^Oj n ^ 1 1 (mod 2) 

w ^ 1, w ^ 1 J 

ist. 

274. Entwlokelungen in der Umgebung der singulären Stellen. 
Verhalten bei der Annäherung an diese Stellen. 

Wir stellen der Vollständigkeit wegen noch die Ent Wickelungen 
von z als Function von r in der Nähe der Stellen 
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r = (X>, 0, — 1 

ziuamjneii, wie sie sich im Sinne der Nmnmem 196 und 203 (Bd. II, 1, 
S. 254^ 283) aus den Formeln der Nmnmem 248, 249 (Bd. II, 1, S. 479 ft) 
ei^eben. 

Für = ist, wenn wir in Uebereinstimmnng mit den Bezeich- 
nungen der Nr. 196 

setzen, die durch die Gleichungen (2) bez. (3) jener Nummer definirte 
Substitution nach den Gleichungen (9), (16) der Nummern 248, 249 
(Bd. II, 1, S. 480, 482) 



(;?)- 






2 

also ist nach Gleichung (5a) der Nr. 196 (Bd. 11, 1, S. 255) 

dies ist aber nichts anderes wie die Entwickelung (40) der Nr. 265 
(S. 22) f die wir darum gleich in der Form 



00 OD 



(14) ^=2'*.«" •=2'*««' 

schreiben können. Für hinreichend kleine Werthe von is ist nach 
Nr. 203 (Bd. II, 1, S. 284) der reale Theil von 

4 log 2 • tni 

sehr gross negativ, also der absolute Betrag von q sehr klein. Die 
Reihe (14), die in einer gewissen Umgebung von q = convergirt, 
kann nach einem bekannten Prindpe der Functionentheorie nur an einer 
Stelle, in deren Umgebung die Function von q nicht regulär ist^ zu 
convergiren aufhören. Wie wir gezeigt haben, ist aber in der Um- 
gebung jeder Stelle r, deren Goefficient von i wesentlich positiv ist, 
und folglich in der Umgebung jeder Stelle q, deren absoluter Betrag 
wesentlich kleiner ist wie Eins, regulär, die Reihe (14) convergirt 
folglich innerhalb des Einheitskreises 

der g- Ebene. 

Andererseits wissen wir, dass die E\mction von t nur in der 
oberen r-Halbebene existirt, während die reale r-Axe überall dicht 
besetzt ist mit Doppelpunkten nicht elliptischer Substitutionen der 
Gruppe M^ , d. h. (vergl. Nr. 204, Bd. 11, 1, S. 286) mit Unbestimmt- 
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Iieitsstellen dieser Function. Also existirt die Function z yon q nur 
innerhalb des Einheitskreises der g-Ebene^ und die Peripherie des Ein- 
heitskreises ist mit Unbestinuntheitsstellen überall dicht besetzt. 

Die Reihe (14) stellt also die Function e von q in ihrem 
ganzen Existenzbereiche dar. 

Wenn q in beliebiger Richtung in den Nullpunkt einrückt^ so 
rückt jsr in den singulären Punkt »» ein. Wenn also r eine be- 
liebige Folge von Zahlen 

^ij ^i> «^87 • • • 
durchläuft^ deren Goefficienten von i positiv sind^ und für welche 

hmw = 00 

n 
n 

ist, SO ist auch der Grenzwerth, dem sich die Werthe von z für diese 
Werthenfolge von t luüiem, streng gleich Null (vergl. Nr. 203, Bd. II, 1, 
S. 284). 

In analoger Weise können wir die Entwickelungen von e — 1 

und von — in der Nahe der beiden anderen Eckpunkte r = und 

r = — 1 des Ausgangsdreiecks herstellen. Die Entwickelung von 
ß — 1 ergiebt sich unmittelbar aus (14), wenn wir die in der Nr. 248 
(Bd. n, 1, S. 481) abgeleiteten Gleichungen 

K\z) = K{1 — z) 
beachten, aus denen für den Integralquotienten 

folgt Setzen wir also in (14) an Stelle von Zy 1 — z, so kommt 

00 xni 

(16) 1-0=2! 

1 

Für ~ haben wir in der Bezeichnung der Nr. 196 (Bd. 11, 1) 

also ist nach den Gleichungen (19) der Nr. 249 (Bill, 1, S. 484) 

~ 2 T 

2» log 2 y — 2» log 2 

und somit nach Gleichung (5) der Nr. 196 (Bd. II, 1, S. 255) 
(17) i._^(,-'"^). 



'^««« 
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Die Reihen auf den rechten Seiten der Gleichungen (16), (17) 
conyergiren.f&r alle Punkte der oberen r-Halbebene und stellen folglich 
ebenso wie (14) die Function z in ihrem ganzen Existenzbereiche dar. 
Wenn x in einer Folge von Zahlen mit positivem Goefßcienten von i 
in den Punkt beziehungsweise — 1 einrückt, so nähert sich z streng 
den Werthen 1 beziehungsweise cx). 

Da wir in Bezug auf jedes Dreieck der Theilung der oberen 
r-Halbebene die analogen Schlüsse machen können, so haben wir als 
Ergänzung zu dem oben aufgestellten Satze das Ergebniss: 

Die Function z von x nähert sich streng einem der Werthe 

jgr = 0, 1, CX), 

wenn x eine beliebige Folge von Zahlen mit positivem Coeff i- 
cienten von i durchläuft, deren Grenzwerth eine reale ratio- 
nale Zahl ist. Und zwar kommt der Werth 0, 1, oo zum Vor- 
schein, jenachdem für diese rationale Zahl der Zähler un- 
gerade und der Nenner gerade, der Zähler gerade und der 
Nenner ungerade, Zähler und Nenner beide ungerade sind. 



Fünftes Kapitel. 



275. Ableitung weiterer Eigenschaften der Modnlfanotion aus der 
Darstellting durch die Thetaftinctionen. Besiehting swisohen den 

Gruppen M und M^. 

Die Entwickelungen (14), (16), (17) der yorhergehenden Nummer 
sind den EntwickeloQgen einer periodischen Function nadiFouri er 'sehen 
Reihen analog. Dieselben sind aber nicht als die wirklich naturgemässen 
Darstellungen der Function e anzusehen, vielmehr ist die aus den Glei- 
chungen (VI) der Nr. 267 (S. 30) sich ergebende Darstellung 

(18) ^=-^, 1-.= Ä 

diejenige y die für die numerische Berechnung und die Auffindung 
weiterer Eigenschaften der Function js am geeignetesten ist. 

In der That lassen sich, wenn man yon der expliciten Darstellung 
der Functionen -©"(t), ^^{t\ ^^(t), wie sie in der Nr. 267 (S. 29) gegeben 
worden sind, ausgeht, zunächst die bisher gefundenen Eigenschaften der 
Function e von r herleiten, sofern man den Satz als bewiesen 
ansieht, dass der Coefficient von i in t für jeden Werth von 
(ausgenommen 0, 1, 00) einen wesentlich positiven Werth hat. 
Man hat zu dem Ende nur zwei Gleichungssjsteme au&usteUen, die 
sich aus den Formeln der Nr. 267 (S. 29) unmittelbar ergeben und 
die uns auch noch zu weiteren Erörterungen fähren werden. 

Zunächst folgt aus den Gleichungen (I), (11) der erwähnten Nummer 



(19) 



».'w-l»'(^), 

l *• (.) - 4- »,*(^) ; 



femer liefern die Entwickelungen der drei '8'- Functionen ohne weiteres 
die Gleichungen 
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[»,(r+l) = ^(r), 



(20) f »(r + l) = *,(r), 





ni 






\»^{T + l)-e*»^{r). 




Setzen wir endlich 








und Terwandeln + ♦ in — », so folgt 




e 


löe-'^'C! + «-**"•■ + • 


••)* 



d. h. wir haben 

(21) -z=0{—%). 

Aus (19), (20) ergiebt sich mit Rücksicht auf (18) 



(22) o{^) = \-z, 4>(t + 1)= i^ 



— z 
z 
Setzen wir 



so sind dies zwei Substitutionen der Gruppe Jlf, und wir haben offenbar 

hieraus lassen sich nun mit Hülfe der Gleichungen (21), (22) die sammt- 
liehen uns bereits bekannten Eigenschaften der Function 0(t) mit 
Leichtigkeit herleiten. Die Gleichungen (21), (22) gestatten uns aber 
auch noch Eigenschaften dieser Function aufzufinden, die wir bisher 
nicht kennen gelernt haben. Wir schicken folgende Bemerkungen yoraus. 
Betrachten wir zwei Substitutionen 

/-CS). ^=C;*:) 

der Gruppe M, die so beschaffen sind, dass 

« = «„ ß = ß^, r^Yt, * = *i(mod2), 
oder wie wir kurz schreiben 



dann ist offenbar 



eö-C;?)^-«^^) 



r^> = f«x«-fty -"^m^'^^a ?)(mod2), 
also eine Substitution der Gruppe M^. Bezeichnen wir mit 
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65 



^0' Pof ^0^ ''O 

vier Zahlen^ deren Determinante gleich Eins ist, und die beziehimgs- 
\veise kleinste Reste der Zahlen 

«, ß, Y, S 

nach dem Modul 2 darstellen^ dann ist also 






1—1 



eine Substitution yon M^. Jede Substitution 8 von M lässt sich dem- 
nach in die Form setzen 



«-e ö-^c: ö 



wo A eine Substitution von M^ bedeutet. 



Die Substitution 






kann nur eine ganz .beschränkte Anzahl von verschiedenen Gestalten 
besitzen. 

Für 8 ergeben sich nämlich, modulo 2 betrachtet, nur die folgen- 
den Möglichkeiten 

y = l 

y = 0. 

y-1 



1) 
2) 

3) 
4) 
5) 
6) 



a ^ 1, 

« = i, 

a ^= 1, 
a = 0, 



ß = 
/S = l 
/S = l 
^ = 1 
^ = 1 



= 1, 
d-1, 

d = l, 
d = l, 

s = o, 



(mod 2) ; 



die Substitutionen von M zerfallen also in sechs Typen modulo 2, je- 
nachdem sie nämlich mit einer der sechs Substitutionen 

'^ = (0 1)' *«=(-i 1)' '»==(0 1)' 

'•-(1 -i)- 

modulo 2 congruent sind. Die mit 



«5 = 



(?-' 



1)' '«~(i 0) 



«1 = 1 



congruenten Substitutionen von M sind nichts anderes^ wie die Sub- 
stitutionen Yon M^] wir können also sagen: 

M^, M,t„ M,t^, M,t^, M^t^, M^t, 

sind jene 6 Typen von Substitutionen der Gruppe M^ und die Gruppe M 
lasst sich in der Form 

Sohletinger, DlfferentialglelobungeiL II| 2. 5 
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(23) M=M,(l,t„t„t„t„t,) 

schreiben^ wo die rechte Seite als ein symbolisches Product an- 
zusehen ist. Durch Ausführung dieser symbolischen Multiplication, 
d. h. indem man jede Substitution von M^ mit jeder der in den Paren- 
thesen stehenden Substitutionen componirt, erhält man alle Substitatäonen 
von M und jede nur ein einziges Mal. Wir nennen darum die Ge- 
sammtheit der Substitutionen 

0-f h) hy hy h^ V 
den Quotienten der Gruppe M^ in Bezug auf die Gruppe M, 

Die Substitutionen t^ und t^ sind nichts anderes wie unsere Sub- 
stitutionen Sy^j 5^; aus diesen setzen sich die übrigen t^ in folgender 
Weise zusammen 

(24) h-hhi h = K*v <2 = M,<.; 

hieraus folgt zunächst^ dass die sämmtlichen Substitutionen von 
M sich aus Potenzen der beiden Substitutionen S^^ S^ darch 
Gomposition zusammensetzen lassen, d. h. es bilden z. B. die 
drei Substitutionen 

eine Basis der Gruppe M. 

Bedeutet S irgend eine Substitution von Jf, so ist (Nr. 140, 
Bd. n, 1, S. 36) die Untergruppe 

mit -Sfj innerhalb M gleichberechtigt. Da aber für eine Substitution A 
von Jfg offenbar 

S-U8-^S-^(j^ J)Shh(1 J)(mod2), 
also S~^äS selbst eine Substitution von M^ ist, so ist 

d. h. jäfg eine ausgezeichnete Untergruppe von M, 

276. Moduln, die durch lineare Transformation des elliptisohen Inte- 
grales entstehen. Biquadratisohe Form; ihre ganzen Invarianten und 

die absolute Invariante J, 

Wenn auf r die beliebige Substitution mit realen GoefGcienten 
imd positiver Determinante 



(y *) 



angewandt wird, so besitzt der Coefficient von i in 
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yx -\- 8 

dasselbe Vorzeichen, wie der GoefQcient von i in r, und zwar ist, wenn 
wir den CoefScienten von i einer complexen Grösse durch ein vor- 
gesetzes J bezeichnen, 

Hieraus folgt, dass die Function 

(26) <b(ßx), 

WO 8 eine beliebige Substitution mit ganzzahligen Goefficienten und 
positiver Determinante bedeutet, für alle Werthe von ir, deren GoefGcient 
von i positiv ist, existirt. Wenn die Determinante von S gleich n ist, 
so stellt die Function (26) das Quadrat des Moduls eines elliptischen 
Integrals erster Gattung dar, welches aus dem Integrale mit dem Modul 

durch eine Transformation w**' Ordnung hervorgeht. Für n = l, 
d. h. wenn S eine Substitution von M ist, liefert also die Function (26) 
das Quadrat des Moduls eines elliptischen Intefj^rals, welches aus dem 
zum Modul X gehörigen durch eine Transformation ersten Grades oder 
eine lineare Transformation entsteht. Mit diesen linearen Trans- 
formationen entsprechenden Moduln haben wir uns einen Augenblick 
zu beschäftigen. 

Da sich jede Substitution 8 von M in der Form 

schreiben lässt, wo A eine Substitution von M^ und x eine der Zahlen 
1, 2, 3, 4, 5, 6 ist, so haben wir 

SO dass also nur die sechs Functionen 

ZU betrachten sind. Diese lassen sich aber mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (22) und (24) sofort angeben. Es ist nämlich nach (22) 

femer nach (24) 

9{t,x) = «(«,<, rj = 1 - *(<,r) = j^, 

«(V) = «a<,«er) = i-, 

wir können also den folgenden wichtigen Satz aussprechen: 

5* 
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Durch Anwendung einer Substitution S der Gruppe M 
auf die unabhängige Variable der Function 

verwandelt sich diese Function beziehungsweise in 



(27) 



1 z 

1 ' Z * ' Z — 1 8 ' 

^-^ = I\4r, -^ = T.z, l—z=T.z, 

Z *'l — Z ** 6' 



je nachdem die Coefficienten von S modulo 2 das durch die 
Congruenzen 1) — 6) (S. 65) fixirte Verhalten zeigen. 

Die sechs linearen Substitutionen (27) sind genau diejenigen^ welche, 
wie in der Nr. 73 (Bd. I, S. 261 ff.) gezeigt wurde, auf die unabhängige 
Variable einer Differentialgleichung der Gauss'schen Beihe angewandt, 
diese Differentialgleichung in eine ebensolche überführen, in welcher die 
cc, ßf y mit den entsprechenden Grössen der ursprünglichen Differential- 
gleichung durch lineare Gleichungen (a. a. 0. S. 262 oben) verknüpft 
sind. In unserem Falle 

geht die Differentialgleichung (L) durch Anwendung dieser Substitutionen 
auf die unabhängige Variable in sich selbst über. 

Wir hatten bereits in der Nr. 73 (Bd. I, S. 265) hervorgehoben, 
dass die sechs Substitutionen (27) eine Gruppe bilden und dass sie 
die verschiedenen Werthe des Doppelverhältnisses von vier Punkten 
bei den vierundzwanzig möglichen Permutationen derselben darstellen. 
Diese Deutung der sechs Substitutionen (27) lässt in dem uns jetzt 
beschäftigenden Falle eine interessante analytische Begründung zu, die 
uns zu weiteren Untersuchungen hinleiten wird. 

Gehen wir nämlich von einer beliebigen ganzen Function vierten 
Grades mit von einander verschiedenen Nullstellen a^, a^, a^, a^, 

/•(!) = (6 -«,)(!-«,) (l-as)a-«4) 

aus, und transformiren das elliptische Integral erster Gattung 



/ 



durch die Substitution 

/TN «2 — «8 «1 — «8 

(1) ^ = r • r 9 

so verwandelt sich dasselbe in 

dx 

yx{x — 1) (ä — zj ' 



/ 
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d. h. in die yon uns stets benutzte Normalform^ und das Quadrat des 
Moduls g erhalt den Werth 

<»i — <»4 «1 — «i 



(n) 



«1 — «8 «8 — <»8 



Ss -Wird also g gleich dem Doppelverhältnisse der beiden Punkte a^ , a^ 
in Bezug auf die beiden Punkte a^, a^. 

Permutiren wir nun in dem Ausdrucke (I) die vier Punkte 
«1, «a; «8, «4 a^f ^^^ möglichen Arten, so erhalten wir neue Normal- 
formen des gegebenen elliptischen Integrals, die offenbar durch lineare 
Transformationen der Integrationsyariabeln aus einander hervorgehen. 
Die entsprechenden Quadrate der Moduln gehen dann aus gerade 
durch die sechs Substitutionen (27) hervor, so dass also die sechs 
Ausdrücke 

die sechs verschiedenen Werthe des Quadrates des Moduls darstellen, 
die zu einem und demselben elliptischen Gebilde gehören. 

Nun ist das Doppelverhältniss von vier Punkten ein rein geo- 
metrischer Begriff, der von der Wahl des Goordinatensystems un- 
abhängig ist. Deuten wir in üblicher Weise die Variable | geome- 
trisch durch die Punkte einer geraden Linie, indem wir 

setzen und g^, 1^ als die mit bestimmten constanten Factoren multi- 
phcirten Abstände eines Punktes unserer Geraden von zwei festen 
Fundamentalpunkten auffassen, so entspricht einer Aenderung der 
beiden Fundamentalpunkte, d. h. einer Aenderung ' des Goordinaten- 
systems auf der Geraden, die Ausübung einer linearen Substitution 

mit nicht verschwindender Determinante auf die Jj, Sj- 
Die vier Punkte 

werden durch die biquadratische Form 

(IV) l,V(6) = «oC + 4«xCS« + ^"X^t + 4«,IJ/+ «4^, 

deren Nullstellen sie sind, gegeben, ihr Doppelverhältniss muss also 
ungeändert bleiben, wenn wir von der Form (IV) durch die lineare 
Substitution (III) zu einer neuen Form übergehen. D. h. mit anderen 
Worten, das Doppelverhältniss, oder genauer, die sechs Werthe (27) 



(in) 



70 
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desselben sind absolute Invarianten für die linearen Transforma- 
tionen (III), also absolute Invarianten im gewöhnlichen formentheore- 
tischen Sinne. 

Nun hat die biquadratische Form (IV) bekanntlich die beiden von 
einander unabhängigen ganzen rationalen Invarianten 



S'2 = S^4 — 4^1^« + ^« 



2 

2 > 



9^^ 



cc^ cc. 



OL. 



CC, 



€C. 



CC. 



a. 



a. 



^% -8 ^l 

die erstere vom Gewichte 4, die letztere vom Gewichte 6, aus denen 
sich die Discriminante A in der Form 

zusammensetzt. Es ist dann A Tom Gewicht 12, also 



T ^« 



1 + 



27<;s 



s 



(28) 



J= 



eine absolute (rationale) Invariante der Form (IV). Drückt man g^ , g^ 
durch die Wurzeln a^, a^, «3, a^ der Form (IV) aus, so ergiebt sich 

_ 4.(1 — e + ^f 

und man erkennt leicht, dass die Wurzeln der Gleichung sechsten 
Gh-ades, der hiemach e als Function von J genügt, genau durch die 
sechs Grössen (27) dargestellt werden. 

Die rationale Function J von g hat folglich die Eigen- 
schaft, ungeändert zu bleiben, wenn man auf z die sechs 
linearen Substitutionen (27) ausübt. 



277. Zwei neue eindeutig umkehrbare DreieoksfonotiGnen, von denen 
die eine algebraiscli ist. Discussion dieser algebraischen Function. 

Setzen wir nun in die Gleichung (28) für js seinen Werth als 

Function von t ein, so verwandelt sich J in eine ebenfalls eindeutige 

Function von r 

J(r), 

diese Function hat zufolge des Satzes der Nr. 276 (S. 68) und 
des eben ausgesprochenen Theorems die Eigenschaft, un- 
geändert zu bleiben, wenn man auf r irgend eine Substitution 
der Gruppe M anwendet. 



277. Zwei neue Dreiecksfunctionen. 71 

Fassen wir umgekehrt r als Function von J auf, so geschieht dies 
am zweckmässigsten, wenn wir erst r als Function von z und dann z 
als Function Ton J betrachten. Zu einem willkürlichen (nicht singu- 
lären) Werthe von J gehören die sechs Werthe (27) von jbt; dem Werthe 

entsprechen dann vermöge der Gleichung 

WO A irgend eine Substitution der Gruppe M^ bedeutet, genau die 
aus X durch die Substitutionen 

hervorgehenden Werthe von r. Also entsprechen einem willkürlichen 
Werthe von J genau die sämmtlichen aus r durch die Substitutionen 
der Oruppe M hervorgehenden Werthe. D. h.: 

Die Function J{x) bleibt nicht nur bei den Substitutionen 
von M ungeänderty sondern wenn für ein x' die Gleichung 

besteht und x einen willkürlichen Punkt der oberen Halb- 
ebene bedeutet, so geht x' aus x nothwendig durch eine Sub- 
stitution von M hervor. 

Wir sind hier auf zwei Functionen der absoluten Invariante J 
geführt worden. Die eine, z^ ist eine algebraische und hat die Eigen- 
schaft, dass ihre sämmtlichen Zweige durch einen derselben mit Hülfe 
der Formeln (27) dargestellt werden, d. h. also mittelst der Substitu- 
tionen einer endlichen projectiven Gruppe, die andere, r, ist eine 
transcendente von der Beschaffenheit, dass ihre sämmtlichen Zweige 
aus einem derselben durch die Substitutionen der projectiven Gruppe M. 
hervorgehen. Beiden Functionen gemeinsam ist die Eigenschaft, dass 
ihre Umkehrungsfunction eindeutig ist. 

Wir schliessen hieraus zunächst (ähnlich wie in der Nr. 215, Bd. U, 1, 
S. 338), dass für beide Functionen die Schwarz'schen Ableitungen 

eindeutige Functionen von J sind; insbesondere muss, da z eine alge- 
braische Function von J ist, 

(29) J (J) = r{J) 

eine rationale Function von J sein. 
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Ferner ist aber nach Nr. 180 (Bd. 11, 1, S. 184) 



"(»-"0 §)-•+"©' 



also muss, da in unserem Falle (vergl. die Gleichg. (3), (5) der Nr. 268, 
S. 32, worin d^ === dg = dj = zu nehmen sind) 

(80) ^(j)__|{^ + _A^ + -^j_,.(.) 

ist, der Ausdruck 

(31) ^ (}) = QiJ) 

jedenfalls eine algebraische Function von J und demnach ebenfalls 
eine rationale Function von J sein. Es handelt sich nun um die Be- 
stimmung der beiden rationalen Functionen 

riJ), Q{J). 

Von den sechs Wurzeln der Gleichung (28) können zwei mit 
einander identisch sein: 

1) fiir e = 1. Dann ist 

die Determinante A der biquadratischen Form (IV) verschwindet, d. h. 
es fallen zwei ihrer Wurzeln zusammen; 

2) wenn das Doppelverhältniss der vier Punkte a^, «g, a^, a^ den 
Werth — 1 hat, d. h. wenn die vier Punkte harmonisch liegen, dann 
ist etwa 

3) wenn das DoppelTerhältniss ein äqaianharmonisclies ist-, 
dann ist z. B. 

= T,;. = T,^== |(l + iy3) = e 



z 



T^,^T^z = T^z=^il-iY^) = l- 



J=0. 



2" ^3" -^6 

Also sind die Punkte 

^=0, 1, oo 

die einzigen Verzweigungspunkte der algebraischen Function von J, 
und zwar ist in der Umgebung von J=l und von J = 00 jeder Zweig 
von nach positiven ganzen Potenzen von 

i. - 

{J — 1) beziehungsweise i-jj , 
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und in der Umgebung von J=0 nach ebensolchen Potenzen von 

enlrwickelbar. 

Hieraus schliessen wir^ dass die Differentialgleichung (29) den 
Quotienten zweier Integrale einer Differentialgleichung der Gauss 'sehen 
Reihe definirt, d. h. dass die Function von cT^eine Dreiecksfunction 
(Nr. 270, S. 44) ist; und zwar haben wir, wie eben gefunden wurde, 

d. h. SS ist nichts anderes, wie 

^"^(y' T' Y> ^)> 

und die rechte Seite der Differentialgleichung (29) lautet nach Glei- 
chung (3) der Nr. 268 (S. 32) 

xyN ^^ Jl^ r ^ JL B_ 1 _ s_ 1 ) 

''W 4 I 9 ^ 4 (j_j^2 9 J(l-J)]' 

f 

Wir haben also auf diese Weise einen Fall kennen gelernt, in welchem 
die Differentialgleichung der Gauss 'sehen Reihe algebraisch inte- 
grirbar und überdies so beschaffen ist, dass die unabhängige Variable J 
als rationale Function des Integralquotienten z erscheint. 

Wenn wir uns in der ;ef- Ebene die reguläre Vierecks- beziehungs- 
weise Dreieckstheilung denken, die die Abbildung der J"- Ebene durch 
die verschiedenen Zweige der ;ef-Function liefert, so kann dieselbe, da 
z eine sechswerthige Function von J ist, nur aus sechs Vierecken be- 
stehen. Die J"- Ebene werde wieder durch die beiden von und 1 
aus längs der realen Axe nach dem Unendlichen hin gelegten Quer- 
schnitte l^y l^ zerschnitten, dann haben wir also als Begrenzungslinien 
der sechs Vierecke diejenigen Curven der ^er- Ebene, die den beiden Ufern 
von Z^, l^ entsprechen und als Diagonalen die den realen Werthen 
von J zwischen und 1 entsprechenden ;2?- Curven. Wenn wir also 
überhaupt die jgr- Curven construiren, die realen J"- Werthen entsprechen, 
so erhalten wir die Theilung der je? -Ebene in zwölf Dreiecke, die ab- 
wechselnd die Abbildungen der oberen und unteren J- Halbebene dar- 
stellen. 

Nun ist aber offenbar nach Gleichung (28) J für reale Werthe 
von z ebenfalls real; wir können also immer bestimmte Zweige z so 
fixiren, dass für gewisse reale Werthe von J die Werthe dieser Zweige 
real ausfallen, d. h. die reale z-Axe ist in ihrer ganzen Ausdehnung 
Begrenzung der Dreieckstheilung. Bilden wir nun die der realen ;er-Axe 
entsprechende Spiegelung 
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und setzen dieselbe mit allen Substitutionen der Monodromiegruppe 

(1, r„ T,, T,, T„ T^) 

der Function yon J zusammen, so müssen in der Form 

alle Spiegelungen über die Seiten unserer Dreieckstheilung enthalteii 
sein. Wir erhalten folglich alle diese Seiten, wenn wir diejenigen Curven 

nehmen, die reale Kreise darstellen. Dies ist fQr x = 1, 2, 3, 6 der 
Fall, und zwar haben wir 

für x = 2, ;e?^=l, 

fQr x = 3, {0 — l)(0 — l) = l, 

für x = 6, -{-z =^1, 

so dass also die in der Fig. 21 dargestellte Theilung der jer- Ebene in 



/ 










wmm 












zwölf Ereisbogendreiecke entsteht. Als Ecken erscheinen die Punkte 



«=, -1, 0, 4-, 1, 2, «, 1 
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und wir wissen nach dem Vorhergehenden schon, wie sich dieselben 
auf die singulären Punkte 

e7^=0, 1, CO 

vertheilen. 

Betrachten wir z. B. das Dreieck 

(l, Y, 1-0' 

SO entsprechen den Ecken desselben in der angegebenen Reihenfolge 

die Punkte 

J= oo, 1, 0, 

also ist das Dreieck selbst die Abbildung der unteren cT*- Halbebene, 
und folglich das Spiegelbild desselben in Bezug auf die Seite (y? 1 — «) ; 
die den realen J-Werthen zwischen und 1 entspricht, d. h. das Dreieck 

die Abbildung der oberen J"- Halbebene. Das durch Vereinigung dieser 
beiden Dreiecke entstehende Viereck 

(0,-i, 1, 1-a) 

ist demnach die Abbildung der durch die Querschnitte l^^ l^ zerschniir 
tenen cT^- Ebene, und die Substitution 

durch welche die dem negativen Ufer von l^ entsprechende Seite 

, (1, 1 — f) in die dem positiven Ufer von l^ entsprechende (0, 1 — a) 

transformirt wird, ist diejenige, welche der betrachtete ;?-Zweig erfährt^ 

wenn J den Querschnitt l^ einmal in positiver Richtung überschreitet. 

Ebenso erleidet g die die Seite (O, y) ^^ \y> ^) transformirende Sub- 
stitution 

wenn J den Querschnitt l^ einmal in positiver Richtung überschreitet. 
Damit ist nun die Verzweigungsart der Function z von J vollständig 
charakterisirt. 

278. Disouflsion der absoluten Invariante J als Function des 

Feriodenquotienten. 

Wir konnten jetzt mittelst der Formel 
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die rechte Seite der Differentialgleichung (31) ausrechnen ; ziehen es 
aber vor, die Form von Q(J) durch functionentheoretische Betradi- 
tungen zu bestimmen. 

Zunächst ist evident, dass die einzigen singulären Stellen der 
Function r von J die Punkte 

^=0, 1, oo 

sind, so dass also t ebenfalls eine Dreiecksfunction von J ist. Es 
handelt sich nur noch um die Bestimmung der entsprechenden Werthe 
von d^, *j, djj. 

Die Abbildung der zerschnittenen J- Ebene auf die r- Ebene wird 
nach den allgemeinen Erörterungen der Nummern 269 und 270 ein 
Kreisbogenviereck sein, welches durch die den realen «7-Werthen zwischen 
und 1 entsprechende Diagonale in zwei symmetrische Kreisbogen- 
dreiecke zerfällt. Die Winkel eines solchen Kreisbogendreiecks sind 
die mit tc multiplicirten tf^, d^, d^. Durch successive Spiegelungen 
dieses Kreisbogendreiecks erhalten wir die der Function J entsprechende 
Theilung in der r- Ebene, und diese muss so beschaffen sein, dass je 
sechs Dreiecke derselben sich zu einem Dreiecke der der Function z 
entsprechenden Theilung zusammenfügen. 

Nehmen wir also z. B. das Ausgangsdreieck ( — 1, 0, oo) der 
Fig. 20 (S. 47), welches die Abbildung der unteren jsr-BWbebene dar- 
stellt, so muss dasselbe entsprechend der Theilxmg der unteren £f-Halb- 
ebene in sechs Kreisbogendreiecke, wie sie in der Fig. 21 dargestellt 
ist, in sechs Dreiecke der der Function J entsprechenden Theilung der 
r- Ebene zerfallen. Wir können die r-Curven, die den Begrenzungscurven 
der in der ;e?- Ebene gefundenen Theilung entsprechen, sofort angeben. 

Zunächst entsprechen, wie wir bereitai wissen, den Werthen von s 
auf der realen Axe die Seiten 

r + r = 0, r + r = — 2, 2ri + t-\-i = 

des Ausgangsdreieckes der r- Ebene. Femer ist für den Einheitskreis 

Z0 =1 

der ;8f -Ebene 

1 

z ' 
also für die entsprechenden r -Werthe, da nach den Formeln der 
Nr. 275 (S. 64) 



gefunden wird. 



oder allgemeiner 






t + l' 
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-^ = ^{vii)' 



+ 

"WO A eine Substitution der Gruppe M^ bedeutet. Also entspricht dem 
Einheitskreise der ;;- Ebene z. B. der Kreis 

(33) TT + i + T = 

der T- Ebene. Für den Ereis 

(^_1)(5_1) = 1 

der 0- Ebene haben wir 

z 

Z = T, 

also lauten^ da 

]i = *(-i), -^=<p(r + l) 

ist, die Gleichungen der entsprechenden Curyen der r-Ebene 

-r = ^(r + l), 

wir erhalten also für Ä= 1 die Gerade 
(34) r + i = — 1. 

Endlich ist för 

;8f + ;?=l, iz=l — 0, 
also haben wir^ da 

ist, als Gleichungen der entsprechenden r- Gurren 

und für J. == 1 insbesondere 

(35) rr=l. 

In der Fig. 22 sind die Curven (33), (34), (35) nebst ihren Spiegel- 
bildern in Bezug auf die laterale T-Axe in den Fundamentalbereich 
der Function von r eingezeichnet; wir sehen, in welcher Weise der 
Fundamentalbereich, entsprechend der in der Fig. 21 dargestellten 
Theilung der j?- Ebene, in zwölf Kreisbogendreiecke der der Function J 
entsprechenden Theilung zerfällt, auch ist sofort zu erkennen, wie die 
Dreiecke der Figuren 21 und 22 einander gegenseitig entsprechen. 

Nehmen wir z. B. das Dreieck (l, y; 1 — ^) ^®^ unteren je;-Halbebene, 
so entspricht demselben das Dreieck (0, i, € — 1) der r-Ebene, ebenso 
dem Dreiecke (O, y^ ^ — V ^^^ jer-Ebene das Dreieck (00, i, s — 1) 
der r-Ebene. Also stellt das Dreieck (0, i, e — 1) der r-Ebene die 
Abbildung der unteren, sein Spiegelbild (c», i, s — 1) in Bezug auf 
die Seite (i, s — 1) die Abbildung der oberen J- Halbebene dar; 
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und zwar entspricht die Ecke s — 1 dem Punkte «7=0, die Ecke i dem 

Punkte «7"= 1, während die Ecken oo und dem Punkte J= za- 

gehören. Wir haben folglich in den Winkeln bei 0, i, £ — 1 die 

Werthe von 

xd^, xd^, TcS^y 

d. h. es ist 

7C j. n 



^*s = 0, 3r*^ = -^, 3r*j^=,, 



die Function x von J stellt sich denmach in der Form 

T = s({, \, 0, j) 
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dar, and die rechte Seite der Differentialgleichung (31) lautet 
a(T\ — l-\— 8 ^ 8 ^ 23 1 ) 

VKd)— 4 I "9 j« 4 (i_j)« 36/(1-/)/ 

Die Fundamentalsubstitutionen, die t bei einfachen Umläufen von J 
um die singulären Punkte 0, 1, oo erleidet, lassen sich auch sofort 
angeben. Wenn J den Querschnitt l^ einmal in positiver Richtung 
überschreitet, so erfährt r die Substitution 

T+l 



A. = 



Z 



welche die dem negativen Ufer von l^ entsprechende Seite (0, b — 1) 
in die dem positiven Ufer von l^ entsprechende Seite (oo , « — 1) über- 
führt; und ebenso verwandelt sich r in 
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A -=i 

'wenn J den Querschnitt l^ einmal in positiver Richtung durchquert^ 
Tveil diese Substitution die dem negativen Ufer von l^ entsprechende 
Seite (cx> , i) in die dem positiven tJfer von l^ entsprechende Seite (0, t) 
überfuhrt. In üebereinstimmung mit den allgemeinen Ergebnissen der 
Nr. 269 (S. 39) setzen sich die Substitutionen A^ , A^ aus den den 
Seiten des Dreiecks (0, i, s — 1) entsprechenden Spiegelungen 

^»°=(~0 l)' ^«""(i o)' ^-^==^(~i l) 

in der Form 

A, = B,B„,, A, = B,B, 

zusammen. Das Kreisbogenviereck 

(oo, £ — 1, 0, i, oo), 

welches in unserem Falle, wo die beiden Seiten (0, i) und (i, oo) in 
eine Gerade fallen, eigentlich ein Ereisbogendreieck ist, stellt die ein- 
deutig confonhe Abbildung der durch die Querschnitte l^ , l^ zerschnit- 
tenen J-Ebene dar. Durch Anwendung der Substitutionen von M auf 
diesen Fundamentalbereich oder durch successive Spiegelung des 
Ausgangsdreiecks (0, i, € — 1), ergiebt sich die der Function J 
entsprechende Theilung der oberen r- Halbebene. 

279. Besiehungen zur Theorie der binären quadratischen Formen 
mit negativer Disoriniinante. Uebersieht über die im gegenwärtigen 

Abschnitte erlangten Besultate. 

Wenn wir die J"- Ebene nicht durch die Querschnitte ü^, l^, sondern 
durch einen von 1 über nach oo längs der realen Axe hin erstreckten 
Schnitt zerschneiden, so kann als das AbbUd der so zerschnittenen 
J- Ebene das Viereck 

(oo, 6-1, i, a, oo) = g^ 

angesehen werden, welches aus unserem bisherigen Fundamentalbereiche 
durch erlaubte Abänderung (Nr. 210, Bd. ü, 1, S. 315) hervorgeht. 
Die correspondirenden Seiten dieses neuen Fundamentalbereiches gehen 
dxurch die beiden Substitutionen 



^>"(o i)' '^'°(i o)' 



von denen wir in der Nr. 275 (S. 64) ausgegangen waren, in einander 
über, auch knüpft sich an diese Gestalt des Fundamentalbereiches eine 
sowohl sachlich als auch historisch bemerkenswerthe Beziehung zwischen 
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unserer Theorie und der arithmetischen Theorie der binären 
quadratischen Formen^ wie . sie Gauss zuerst systematiscli ent- 
wickelt hat. 
j Betrachten wir nämlich eine quadratische Form 

ax + 2hxy + ^y = (^; ^; ^)y 
WO a^ by c ganze Zahlen sind. Setzen wir 

so ist 

— h±Yn 

X = =i^-i — , 

a 

wo wir mit 

B^h^ — ac 

die Discriminante (nach Gauss den Determinanten) der quadra- 
tischen Form bezeichnet haben. 

Sei D negativ und wählen wir z. B. r als einen Punkt der oberen 

Halbebene, sei femer 

a>0, c>0, 

d. h. die Form eine positive; dann ist durch Angabe von r und D die 
Form voUkonmien bestimmt. D. h. unter den positiven Formen, ^^ 
zu einer bestimmten negativen Discriminante gehören, wird jedes In- 
dividuum durch den zugehörigen Werth von x vollkommen bestimmi 
Geht man durch eine Substitution der Gruppe M 

ZU der dem r' entsprechenden Form {a\ 6', c') über, so ist 

' a\ax+ßyf+2l\ax+ßy){yx+Sy) + c\yx + 8yf=ax^+2hxy-\-cy\ 

d. h. die Formen 

(a, 6, c), {a\ h\ c') 

r ' ' sind in der Bezeichnung von Gauss eigentlich äquivalent. Wenn r 

innerhalb des Fundamentalbereiches ^^ liegt, so muss für die ent- 
sprechende Form 

sein, d. h. die Form ist im Sinne von Gauss eine reducirte. Auf Grund 
dieser Bemerkungen lassen sich nun die von Gauss arithmetisch be- 
wiesenen Sätze über die Aequivalenz quadratischer Formen mit nega- 
tiver Discriminante ohne weiteres aus den Eigenschaften der der 
Function J oder der Gruppe M entsprechenden Theilung der oberen 
r-Halbebene ablesen. Auch die un eigentliche Aequivalenz findet 
ihre Interpretation durch die mit einer Spiegelung in Bezug auf eine 
Seite des entsprechenden Bereiches componirten Substitutionen von Jf. 



279. ZuBammenfassende üebersicht. gl 

Diesen Zusammenhang der Theorie der Function 

jer=*(r) 

mit der Theorie der quadratischen Formen hat Gauss selbst bemerkt, 
Tvie aus den nachgelassenen Aufzeichnungen, besonders den Bemerkungen 
auf S. 386 und 477, 478 des dritten Bandes der Ton Herrn Schering 
herausgegebenen „Gesammelten Werke von C. F. Gauss" deutlich her- 
vorgeht. 

Unsere von der Betrachtung der Differentialgleichung (L) au»- 
gehenden Untersuchungen haben uns zu drei Fällen von Dreiecks- 
fiinctionen geführt, für welche die Umkehrungsfunction eine eindeutige 
war. Zwei von diesen Fällen, nämlich 

r = 5(0,0,0,;?}, 

lieferten transcendente Umkehrungsfunctionen, die nur für Punkte der 
oberen r- Halbebene, oder allgemeiner, wenn 

^ — yt+ d 

einen beliebigen Integralquotienten bedeutet, innerhalb eines gewissen 
Kreises existirten. Dieser Kreis ergab sich für die Function 

r = 5(0, 0, 0, 0) 

als der Orthogonalkreis der drei Seiten des Ausgangsdreiecks. Offenbar 
hat er aber auch für die andere Function 



^ = *(y' T' ^' 'd 



dieselbe Bedeutung; denn für die r-Ebene, wo jener Kreis in die reale 
Axe degenerirt, schneidet derselbe die drei Seiten des Ausgangsdreiecks 
der Function J in der That unter rechten Winkeln, das Gleiche findet 
also auch in der Ebene eines beliebigen Integralquotienten rj statt, da 
die Abbildung durch die monogene Function 

eine winkeltreue ist. 

Von besonderem Interesse ist der Umstand, dass die projectiven 
Gruppen M, M^, die auf das Argument r der beiden Functionen J 
beziehungsweise z angewandt dieselben nicht verändern, in einfacher 
Weise arithmetisch charakterisirt werden können. Wir heben noch 
ausdrücklich hervor, dass zufolge der Sätze der Nr. 215 (Bd. 11, 1, 
S. 336) jede eindeutige Function von r, die bei den Substitutionen 
von M^ ungeändert bleibt und innerhalb des Fundamentalbereiches das 

Sohleiinger, Differentlalgleiohungen. II| 8. 6 
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Verhalten einer rationalen Function zeigt, rational durch e, and jede 
eindeutige Function von t, die die Substitutionen Ton M smlässt und 
innerhalb des entsprechenden Fundamentalbereiches den Charakter einer 
ration^en Function besitzt, rational durch J ausdrückbar ist. 

Die elliptische Modulfunction 

ü = «(t) 
ist zuerst von Herrn Hermite als selbstständige Transcendente in die 
Analysis eingeflihrt worden und spielt bei den auf die Transfonnation 
der elliptischen Functionen bezfiglichen Untersuchungen eine funda- 
mental wichtige Rolle. Ihre grosse Bedeutung FSr die Theorie der 
durch die allgemeine Differentialgleichung der Ganss'schen Reihe defi- 
nirten Function wird später hervortreten. 

Von wesentlich anderem Charakter als die beiden eben erwähnten 
Dreiecksftmctionen ist die dritte 

die den Uebergang zwischen den beiden ersten vermittelt. Ihre Um- 
kehrung ist rational und esistirt demzufolge in der ganzen unendlichen 
jEi- Ebene, d. h. ffir alle complexen Werthe der unabhängigen Variabein. 
Die aus dem Ausgsngsdreiecke (l, y, 1 — e) der Fig. 21 durch 
successive Spiegelung entstehenden Dreiecke erfUUen die ganze .e-Ebene, 
nicht wie in den beiden ersten Fällen der Functionen £ und J von t 
nur dsa Innere eines Kreises. Es liegt dies daran, dass im Falle 
der Function J von z ein Orthogonalkreis für die drei Seiten 
des Ausgangsdreiecks nicht vorhanden ist. 

Diese Bemerkung liefert uns einen Fingerzeig fSr die Untersuchung 
der allgemeinen Dreiecksfunction 

)j = s(d^, S^, ffg, je), 
in welcher 3^, S^, S^ reciproke ganze Zahlen oder Null sind, und di^ 
wie wir wissen, bUc Fälle hefern muss, in denen die Umkehrungs- 
function e von ij eindeutig ist. Wir wenden uns jetzt dieser allgemeinen 
Untersuchung zu. 



Vierzehnter Abschnitt. 
Theorie der eindeatig rnnkehrbaren Dreiecksfmictionen. 

Erstes Kapitel. 

280. Einige geometrisohe Sfttse über Kreise. 

Wir beginnen mit einigen einfachen geometrischen Betrachtungen. 
Seien drei Kreise in der 17 -Ebene gegeben 

K'=VV + <^iV + ^iV + ^ = 0; 

wo a^y a^y a^ beliebige complexe, 6^, 6^^, b^ reale Grössen bedeuten, 
und betrachten wir mit Hesse die Gesammtheit von Kreisen, die durch 
die Formel 

(I) tt\ + ßh^ + yk,^0 

für willkürliche reale a, ßy y dargestellt werden, so gehören die ge- 
meinsamen Secanten je zweier dieser Kreise dem durch die Gleichung 

dargestellten Strahlenbüschel an, wo A einen realen Parameter bedeutet. 
Der Mittelpunkt oder Trager dieses Strahlenbüschels ist folglich nach 
bekannten geometrischen Sätzen so beschaffen, dass die Länge der von 
ihm aus an die Kreise (I) gelegten Tangenten für alle diese Kreise 
dieselbe ist, d. h. wenn wir die Goordinaten dieses Punktes mit m, n 

bezeichnen und 

iy^ = w + wi 

setzen, so ist i/^ der Mittelpunkt desjenigen Kreises, der die sämmt- 
lichen Kreise (I) unter rechtem Winkel schneidet. . 

Das Quadrat des Badius dieses, wie wir ihn nennen wollen, 
Orthogonalkreises wird durch den Ausdruck 

6* 
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gegeben. Je nachdem dieser Ausdruck positiv oder negativ ist^ besitzt 
die Kreisschaar (I) einen realen oder einen imaginären Orthogonalkreis: 
wenn c verschwindet, so schrumpft der Orthogonalkreis auf einen 
einzigen Punkt, den Punkt ri^ zusammen, in welchem sich dann die 
sämmtlichen Kreise (1) schneiden. Wenn für c = der Punkt r^^ 
insbesondere noch in's Unendliche rückt, so degeneriren die Kreise (D 
in die sämmtlichen geraden Linien der Ebene. 

Wir werden im Folgenden nicht nur mit realen, sondern auch mit 
imaginären Kreisen zu operiren haben, und setzen darum fest, da^ 
wir unter einem imaginären Kreise stets die Gesammtheit von imagi- 
nären Punkten der i^ -Ebene verstehen, die einer Gleichung von der Form 

driri -^ ari -{- äri -^ h = 

genügen, wo a beliebig complex, &, d real und die Determinante 

— aä + 6d> 

ist. Ein imaginärer Kreis hat also stets einen realen Mittelpunkt, und 
das Quadrat des Radius ist eine negative Grösse. 

Unter den Kreisen (I) ist allemal einer vorhanden, der mit dem 
Orthogonalkreise concentrisch ist. Sei die Gleichung des Ortbogonal- 
kreises 
(H) (^_,j(^_^j_c_0, 

SO lautet die Gleichung des concentrischen, der Schaar (I) angehorigen 

Kreises 

(HI) (,_,J(^_^J + c = 0. 

Da femer offenbar die beiden Geraden 

(IV) 'n + n = % + %j 

(V) n — ^^ri^ — % 

den Kreis (11) unter rechtem Winkel schneiden, so gehören die drei 
Curven (III), (IV), (V) der Schaar (I) an; wir können folglich die Ge- 
sammtheit der den Kreis (11) rechtwinkelig schneidenden Kreise auch 
in der Form 

(VI) a[(i?— i?J(^— ^o)+c]+b(i?— i?o+^— ^J— ci(i?— i?(^~^+^J=0 

darstellen, wo a, b, c reale Gonstanten bedeuten. 

Wenn drei reale Kreise gegeben sind, die sich in realen Punkten 

schneiden, so können wir die Bedingung für das Eintreffen der drei 

Fälle 

c>0, c = 0, c<0 

geometrisch dahin formuliren, dass die beiden Durchschnittspunkte 
zweier der gegebenen Kreise im ersten Falle zur selben Seite des 
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dritten (d. h. beide innerhalb oder beide ausserhalb) im letzten Falle 

zu verschiedenen Seiten des dritten (d. h. der eine innerhalb, der andere 

ausserhalb) gelegen sind, während im zweiten Falle die drei Ereise 

durch einen Punkt hindurchgehen. 

Die drei Ereise begrenzen im Allgemeinen acht Ej-eisbogendreiecke 

mit hohlen Winkeln, die sich in vier Paare yon Dreiecken mit gleichen 

Winkeln anordnen lassen. Bezeichnet man die Winkel des einen 

Paares mit 

«*/, ard/, «*,', 

wo also dj', dg', d^' positive Zahlen bedeuten, die zwischen Null und 
Eins liegen, so sind die Winkel der drei anderen Paare durch 

(«) N(i-*A ^C «(i-O. 

U(i-<y;), ;r(i-*;), ^A' 

gegeben, und für das eine dieser vier Paare ist die Summe der drei 
Winkel ein Minimum. Wir bezeichnen die einem Dreiecke dieses 
Paares angehörenden Winkel durch 

Man übersieht diese einfachen geometrischen Verhältnisse am besten^ 
wenn man sich die 17 -Ebene durch eine lineare Function 



vri + 9 



{X^^fiP^O) 



SO auf eine g- Ebene abgebildet denkt, dass zweien der gegebenen Ereise 
der 1^- Ebene gerade Linien der g- Ebene entsprechen (vergl. die Fig. 23). 
Der Schnittpunkt fii dieser beiden 
Geraden liegt dann im Falle eines 
realen Orthogonalkreises (c>0) 
ausserhalb, im FaUe eines imagi- 
nären Orthogonalkreises (c<0) inner- 
halb des dem dritten Ereise der 
17 -Ebene entsprechenden Ereises der 
g- Ebene, während im Falle eines 
Orthogonalkreises mit verschwinden- ' 
dem Radius (c = 0) auch dieser 
dritte Ereis der g- Ebene zur geraden 
Linie wird, wenn man dem gemeinsamen Punkte der drei Ereise der 
1;- Ebene den Punkt g = 00 der §- Ebene entsprechen lässt. Man hat 
also für c > in der That zwei Dreiecke mit den Winkeln 
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von denen das eine ganz im Innern^ das andere ganz ausserhalb des 
Orthogonalkreises liegt^ zugleich übersieht man, dass in diesem Falle 

li sein muss. Für c = tritt ein wirkliches Dreieck mit den Winkeln 



' i 



i 



I |1 und der Winkelsumme 

1 1 auf, endlich ist für c < 



281. Arteintheilung der Dreieoksfonotionen. 

I Betrachten wir die Dreiecksfunctionen, die den von drei Kreisen 

der 17 -Ebene begrenzten E^reisbogendreiecken entsprechen, so können 
wir uns, da wir hauptsachlich die Behandlung der Fälle im Auge haben, 
i wo die Differenzen der Wurzeln der zu den singulären Punkten 0, 1, cx) 

Jl gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen reciproke ganze 

l Zahlen oder Null sind (vergl. Nr. 271, S. 45), darauf beschranken, als 

I Ausgangsdreieck eines derjenigen zu nehmen, welche die kleinste 

l Winkelsumme, also die Winkel 

f besitzen. In der That lehrt ein Blick auf die Tabelle (a) (S. 85), dass, 

1 wenn eines der Dreiecke die Winkel 



n 



i 9i' 9%' 99 



i hat, wo jTj, gTj, g^ von Eins verschiedene positive ganze Zahlen oder 

I unendlich sind, die Winkelsumme in keinem der anderen Dreiecke 

I einen kleineren Werth haben kann, so dass also in diesen Fallen 

I 9l ^' 9t ^' 9^ ^ 

ist. Wir können also sagen: 
Die Dreiecksfunctionen 

ä(*i, «a^ *»> ^)f 
wo die dj, tf,, dj reciproke positive ganze Zahlen oder Null 
sind, ordnen sich in drei Arten, je nachdem 

1) 8^^s, + S,<l, 

2) d, + *, + *, = l, 

3) *i + *, + *,>! 



J 
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ist. Die drei Kreise, welche die Seiten des Aasgangsdreiecks 
bilden,' besitzen für die erste Art einen realen Orthogonal- 
kreis mit nicht verschwindendem Radius, für die zweite 
schneiden sich die Dreiecksseiten in einem Punkte, auf den 
der Orthogonalkreis zusammenschrumpft, für die dritte ist 
der Orthogonalkreis imaginär. D. h. kurz ausgesprochen: für 
die drei Arten ist beziehungsweise 

c>0, c«:0, c<0. 

Wir hatten bereits in der Nr. 271 (S. 49) den Satz angemerkt und 
angewandt, dass die Spiegelung in Bezug auf einen Kreis jeden Ortho- 
gonalkreis desselben ungeändert lässt. Wir wollen durch eine einfache 
Rechnung zeigen, dass dieser Satz nicht nur für die realen, sondern 
auch für die imaginären Orthogonalkreise und für die mit yerschwin- 
dendem Radius richtig ist. 

Sei nämlich 

(ß) di?^ + ai? + ö^ + 6 == d(fi — ijj (^ — ^o) — ^ = 0, 
wo hf Cy d real, d insbesondere nicht negativ, a beliebig complez ist, 
die Gleichung des gegebenen Kreises (der auch imaginär sein kann), 
dann lautet die Gleichung eines beliebigen, diesen Kreis rechtwinkelig 
schneidenden Kreises nach einer oben gemachten Bemerkung 

(y) a[rf(ij— i?o)(^— ^o)+c]+bh— i?o+^— ^o]-<^*h— ^0— ^+%]=0- 
Wenden wir in dieser Gleichung die dem gegebenen Kreise ent- 
sprechende Spiegelung 

an, so geht die Gleichung in der That in sich selbst über. 

Denken wir uns nun in der 17 -Ebene das Ausgangsdreieck irgend 
einer Dreiecksfunction und die aus demselben durch wiederholte Spiege- 
lungen entstandene Theilung, ebenso wie die entsprechende projective 
Monodromiegruppe d" gegeben. 

Dann ist zunächst evident, dass die Seiten eines jeden Drei- 
ecks der Theilung den Orthogonalkreis der drei Seiten des 
Ausgangsdreiecks unter rechtem Winkel schneiden, und zwar 
gleichgültig ob die betrachtete Dreiecksfunction der ersten, zweiten 
oder dritten Art angehört. Hieraus folgt aber nach dem vorhin be- 
wiesenen Satze, dass jede Spiegelung in Bezug auf eine Seite irgend 
eines Dreiecks der Theilung den Orthogonalkreis in sich selbst trans- 
formirt. Wir haben also den Satz: 

Der Orthogonalkreis der drei Seiten des Ausgangsdreiecks 
einer beliebigen Dreiecksfunction wird durch alle Substitu- 



88 



XIV. Theorie der Dreiecksfiinctionen. Kapitel 1. 



tionen der entsprechenden Monodromiegruppe 0* in sich selbst 
übergeführt. 

Im Falle wo die Dreiecksfanction der zweiten Art angehört, gehen 
also aUe Seiten der entsprechenden Dreieckstheilong der 17 -Ebene durch 
einen und denselben Punkt 17 = i?q hindurch, und dieser Punkt ist ein 
gemeinsamer Doppelpunkt aller Substitutionen der zugehörigen Mono- 
dromiegruppe ^. 

282. Eigensohaften projeetiver Substitationen, die einen Kreis in sich 

selbst transformiren. 

Wir müssen nun einige Eigenschaften der projectiven Substitutionen 

kennen lernen, die einen Kreis (mit realem, imaginärem oder ver- 
schwindendem Radius) in sich selbst transformiren. Wir wollen diesen 
Ereis 

iv — %) (v — %) — ^ = ^ 

im Folgenden auch stets den Orthogonalkreis nennen und bezeichnen 
denselben demgemäss mit 0. 

Die Gesammtheit der Substitutionen Ä^ die den Ereis in sich 
selbst überführen, bildet offenbar eine Gruppe, und zwar eine alge- 
braische Untergruppe der projectiven Gruppe, die von zwei Parametern 
abhängt, da die Bedingung, dass der Ereis bei einer Substitution Ä 
ungeändert bleiben soll, eine algebraische Beziehung zwischen den 
Goefficientenverhältnissen der Substitution Ä festsetzt. 

Setzen wir in die Gleichung von an Stelle von rj die Grösse rf 
ein, so erhalten wir nach Multiplication mit 

die Gleichung 

[ccn+ß—Vo(yv+^y] l^v + ß—%(yv+^)]—(^(yv+s) {rv + *)=o, 

die mit der Gleichung von übereinstimmen muss. Setzen wir also 

cc^ = cc — ri^y, ß^= ^ + %(« — S) — %y, y^ = y , *i = * + %?, 
so ist 

«1*1 — /'iyi = i; 

und es muss 

sein, wo q einen von i unabhängigen Factor bedeutet. 
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"Wir erhalten demnach die Gleichungen 

— eQ = ß^ß^ — c8^d^, 
•woT9,xw sich, wenn c von Null Terschieden ist, entweder 

«i = — *i» /*! = — cyi> 9 1 

oder 

ergiebt, so dass also im ersten Falle 

0^) (.n-%) (^ -%)-c = - |yij + <J I* [(»j'- i?o) Cri'-%) - «], 

im zweiten Falle 

(vm) in - 71,) (^ _ ^^) _ c = |yi? + *r[(V- %)(^ - ^o) - ^] 

sein muss. Wir bezeichnen die Substitutionen Ari^ je nachdem für 
dieselben die Gleichung (VII) oder (VIII) erfüllt ist, als negative 
beziehungsweise positive. 

Für negative Werthe von c involvirt die Gleichung (VII) einen 
Widerspruch; im Falle eines imaginären Orthogonalkreises 
sind also alle projectiven Substitutionen, die diesen Kreis 
ungeändert lassen, positive. 

Für positive Werthe von c, d. h. im Falle eines realen Orthogonal- 
kreises mit nicht verschwindendem Radius, haben die positiven Sub- 
stitutionen offenbar die Eigenschaft, dass sie Punkte, die innerhalb 
von liegen, wieder in Punkte innerhalb, und Punkte die ausserhalb 
von O liegen, in Punkte ausserhalb verwandeln, während durch eine 
negative Substitution Punkte im Innern von in Punkte ausserhalb 
und umgekehrt übergeführt werden. 

Wir werden es in der Theorie der Dreiecksfanctionen erster Art 
und ebenso auch in späteren allgemeineren Untersuchungen ausschliess- 
lich mit positiven Substitutionen zu thun haben; in der That lässt 
sich leicht einsehen, dass die Substitutionen der zu einer Drei- 
ecksfunction erster Art gehörigen Monodromiegruppe %' stets 
positive sind. 

Wie wir schon in der Nr. 271 (S. 49) bemerkt haben, wird näm- 
lich durch Spiegelung in Bezug auf einen Kreis jeder Punkt, der im 
Innern eines diesen Kreis rechtwinkelig schneidenden Kreises liegt, 
wieder in einen innem Punkt, und jeder Punkt der ausserhalb eines 
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)lcheB OrÜiogonalkreises liegt, in einen äusaem Punkt Terwandelt. 
[an bann diesen geometrisch evidenten Satz auch analytisch sofort 
nsehen, denn wenn wir in der für die Variable vi geschriebenen 
nken Seite der Qleichnng (y) (Nr. 281, S. 87), die einen beliebigen, 
3D Kreis (f3) (ebenda) rechtwinkelig schneidenden Kreis darstellt, die 
ix Spi^^lung flber den Kreis (f!) entsprechende Substitution {S) 
lachen, so verwandelt eich diese linke Seite in sich selbst mnltiplicirt 
lit dem fOr positives c stets positiven Ausdrucke 



) dass also die linke Seite der Gleichung (jj) fQr "q dasselbe Vorzeichen 
Bsitzt, wie fOr das Spiegelbild -q von »j' in Bezug auf den Kreis iß). 

Wir haben also den allgemeinen Satz: 

Substitutionen, die sich aus Spiegelungen in Bezug aof 
[reise, die einen realen Kreis rechtwinkelig schneiden, 
asammensetzen, sind stets positive Substitutionen, 

aus welchem die Richtigkeit der für die Monodromiegruppe der 
•reiecksfanctionen aufgestellten Behauptung unmittelbar erhellt 

Um weitere Eigenschaften der Substitutionen A, die den Kreis 
ngeändert lassen, zu erforschen, betrachten wir zunächst eine nicht 
arabolische Substitution A und denken uns dieselbe in der cano- 
ischen Form 

»)'— f™ 1)— f* 

eschrieben. Wir wollen der Einfachheit wegen annehmen, daas der 
fullpunkt der Mittelpunkt des Orthogonalkreises sei, so dass also 
ie Gleichung desselben 

lyti — c ^ 
lutet. Setzen wir dann 



_^-l 



«'-j^;- 



1 können wir die Gleichung von in der Form 

jhreiben. Setzen ynx hierin g' an die Stelle TOn £, 80 erhalten wir 

nd diese Gleichung muss, da die Substitution A den Kreis un- 
rändert lassen sollte, mit (e) übereinstimmen. Dies liefert nach Ent- 
»mui^ der Nenner und durch Coefficientenvergleichung die Relationen 
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II ß — c= (f{fijiKK — c KK) y 

XJi — c = Q(XßK — cK), 

Äfi — c=^ Q(kitK — cE), 

aX — c = ^{kX — c), 

wo p einen jedenfalls nicht verschwindenden Proportionalitatsfactor 
bedeutet 

Wenn nnn c < ist^ so muss jedenfalls 

lk=^ Cy (iß ^= C 

sein^ und wir haben folglich 

9 = 1, KK^l, 

d. h. die Substitution Ä ist eine elliptische. Da femer K nicht 
gleich Eins sein kann, muss 

Xß = c, X(i = c 

sein, d. h. die Doppelpunkte fi, X sind harmonische Pole (Spiegelbilder) 
in Bezug auf den imaginären Orthogonalkreis 0. 
Wenn c > ist, und man hat 

AÄ + c, 
so ist wiederum 

und wenn auch 

fift + C 

ist, so ergiebt sich wie oben 



= 1, Af£»»c, A^ = c, 

die Substitution ist also wieder eine elliptische, und zwar ist sie, da 
Q den positiven Werth 1 hat, offenbar positiv; ihre Doppelpunkte 
sind harmonische Pole in Bezug auf den jetzt realen Orthogonalkreis 0. 
Ist dagegen 

so kann nicht auch 

Xji = c 

sein, da sonst X^= [i sein müsste. Also folgt 

d. h. K ist real, die Substitution demnach im Allgemeinen hyper- 
bolisch und nur für 

elliptisch. Da K nicht gleich Eins sein kann, so muss auch 
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sein, d. h. die Doppelponkte n, X liegen aof dem Orthi^oiialkreise. 
Je nachdem K positiT oder negativ isf^ ist such die Substitution positiv 
oder negatiT. 

Für c^O muss entweder k oder (i rerschwinden. 

9ei endlich die Subetitation A eine parabolische and 



ihre canoniscfae Form. Setzen- wir dann 

_!__£ -J. f 

11-1 ^' n'—i ^ ' 
Bo lautet die Oleichimg des Orthogonalkreises 
U + l U+l , 

i t '• 

und wenn wir £' an Stelle Ton £ setzen, erhalten wir 
U+»T + i if+'r + l . 
£ + !■ £+f ~ 

Die beiden letzten Gleichungen müssen wieder flbereinstimmen, wir 
finden also durch Coefficientenvergleichang 

l-q(ür + i-cr), 
i-f[(ir + i)a/ + l) + <^)'fl, 

wo Q einen ProportionalitStsfactor bedeutet. Wäre nun 

iX + c, 
80 mÜBste / gleidi Nnll sein. Es ist also nothwendig 

d. h. die Substitution ist eine positiTe und der Doppelpankt liegt auf 
dem Orthogonalkreise, Für ein nicht positives c kann demnach der 
Fall einer parabolischen Substitution niemals vorkommen. 
Wir erhalten also die folgenden Sätze: 

1. Die Substitutionen A, die einen Ereis mit nicht 
verschwindendem Radius 

iv ~ %) (v — %) — ''=' ^ 
ungeSndert lassen, können niemals loxodromische sein. 

2. Wenn c positiv ist, so liegen die Doppelpunkte der 
hyperbolischen und parabolischen Substitutionen A auf dem 
Kreise 0, die elliptischen Substitutionen, deren Multiplicator 
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nicht gleich — 1 ist^ sind positive Substitutionen und ihre 
Doppelpunkte sind Spiegelbilder in Bezug auf den Kreis 0, 

3. Wenn c negativ ist^ so sind alle Substitutionen A 
elliptische und ihre Doppelpunkte A, ft befriedigen die 
Gleichung 

(^ — '^o) (f* — '^o) = ^• 

4. Wenn c verschwindet; so sind die Substitutionen, die 
den Punkt rj^ ungeändert lassen, einfach diejenigen, die diesen 
Punkt zum Doppelpunkte haben. 

Die beiden ersten Sätze enthalten den in der Nr. 272 (S. 53) für 
unimodulare Substitutionen mit realen Coefßcienten abgeleiteten Satz 
als speciellen Fall. In der That lassen Substitutionen mit realen Goeffi- 
cienten die reale Axe, die dann die Rolle des Orthogonalkreises spielt, 
ungeändert und sind positive Substitutionen, wenn ihre Determinanten 
den Werth Eins haben. 

283. Versohiebungen in der Sbene. DifferentialinYafiante. Linien- 
element einer Fläohe von oonstantem Ejümmnngsmaass. 

Betrachten wir den Fall c = 0^ und denken wir uns den Punkt i^^ 
in's Unendliche verlegt; dann haben die Substitutionen Ä, die diesen 
Punkt ungeändert lassen, die Form 

Tj' = Ärj — aiy 4' /S- 
Wir sondern dieselben in zwei Eategorieen, je nachdem | a | = 1 oder 
I a I =}= 1 ist. Für die erste Kategorie ist offenbar 

\dn'\ = \dn\, 

wir bezeichnen dies6 Art von Substitutionen als Verschiebungen. 
Bei Anwendung derselben auf die Punkte einer Figur der 17 -Ebene 
wird nämlich diese Figur in eine ihr congruente verwandelt. 
Für die zweite Kategorie ist 

\dv'\'=\a\\dri\, 
wir bezeichnen diese Art von Substitutionen als Aehnlichkeitstrans- 
formationen, da bei Anwendung derselben eine Figur der i^-Ebene 
in eine ähnliche Figur verwandelt wird. 

In den Fällen, wo c von Null verschieden ist, zeigen die Sub- 
stitutionen Äy die den Kreis ungeändert lassen, ein den Ver- 
schiebungen analoges Verhalten. Um Weitläufigkeiten zu vermeiden, 
die für das Folgende ohne Bedeutung sind, beschnlnken wir uns im 
Falle c>0 auf die Betrachtung positiver Substitutionen J., wir handeln 
also, wie wir kurz sagen können, von Substitutionen J., die 
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die Oleichung (VIII) (S. 89) befriedigen. Für einen gegeben«] 
Kreis bildet die Gesammiheit dieser Substitutionen offenbar eine 
Gruppe. 

dann ist bekanntlich 

und folglich 
(IX) 



dfj' ^ 1 



drf 
dri 



Mit Bücksicht auf die Gleichung (VIII) erhalten wir also 



(1) 



Der Differentialausdruck 

\dn\ 



ist demnach eine bei allen Substitutionen Ä^ die die Glei- 
chung (VUI) befriedigen^ unveränderliche Grösse. Es ist eine 
Differentialinyariante der von diesen Substitutionen gebil- 
deten Gruppe. 

Wenn c = ist, so ist der Differentialausdruck (1) nur für die- 
jenigen unter den Substitutionen, die den Punkt 17^ ungeändert lassen, 
invariant, die den Verschiebungen im Falle 1^^ == 00 entsprechen. 
Diese sind aber offenbar nichts Anderes, wie die parabolischen und 
elliptischen unter den Substitutionen mit dem Doppelpunkte i^o; ^^^ 
für diese ist, wie eine einfache Rechnung zeigt, in der That die Glei- 
chung (Vni) erfallt. 

Der Differentialausdruck (1) spielt also allgemein bei von Null 
verschiedenem c für alle positiven Substitutionen Ä, bei verschwinden- 
dem c fär die parabolischen und elliptischen unter diesen Substitutionen 
eine ähnliche Rolle, wie der Ausdruck \drj\ für die Verschiebungen 
der 1^ -Ebene. Da nun | drj \ nichts Anderes ist, wie das Linienelement 
einer Curve der rj-'Ebene, so wollen wir jetzt allgemein den Diffe- 
rentialausdruck (1) als das Linienelement einer Curve auf 
einer gewissen noch näher zu bestimmenden Fläche ansehen. 

Wir werden dann auf diesen Differentialausdruck die von Gauss 
in den „Disquisitiones circa superficies curvas^^ begründeten Methoden 
anwenden und dadurch zu einem Zusammenhange zwischen der Natur 
unserer Substitutionen Ä und der Geometrie auf gewissen Flächen 
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geführt werden^ welcher auch fQr spätere allgemeinere Untersuchungen 
von Wichtigkeit ist. 

Wir spalten die complexe Grösse rj in ihren realen und imaginäi*en 
Theil 

und schreiben die Gleichung des Orthogonalkreises in der Form 
Es soll dann 

als das Quadrat des Linienelementes einer Gurve auf einer Flache auf- 
gefasst werden^ auf der wir uns p^ q als krummlinige Coordinaten 
denken. Die gewöhnlichen rechtwinkeligen Coordinaten |^, 1^, |^ eines 
Punktes dieser Fläche sind dann^ als Functionen von py q gegeben^ 

und es werde nach Gauss 






dp dq 



«-i(l-^) 



gesetzt. Aus der von Gauss gegebenen Form des Linienelementes 

ds^ = Edp^ + 2Fdpdq + Gd^ 
schliessen wir dann, dass fQr unsere Fläche 

(4) - - 



E^G = 



F=0 



^-MH(!^)'+Q']-'^% 



?)) 



[{p-m)^ + {q-n)^-cf' 

ist. Das Gau SS 'sehe Erümmungsmaass für die Fläche ist folglich nach 
Art. 19 der genannten Gauss'schen Abhandlung durch die Formel 

dp^ "^ dq 

dargestellt; setzt man hierin fQr E und seine partiellen Ableitungen 
die sich aus (4) ergebenden We.rthe ein, so findet man durch einfache 
Rechnung für das Erümmungsmaass den Werth 

Ä; = — c. 

Unsere Fläche hat also die constante Erümmung — c, sie 
ist demnach, wenn c negativ ist, auf eine Eugel vom Radius 

1 



wenn c verschwindet, auf eine Ebene, und wenn c positiv ist, auf eine 
paeudosphärische Fläche von der Erümmung — c abwickelbar. Femer 
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ät die Fläche, wenn wir p, q als rechtwinkelige Coordinaten der 
'Ebene deuten, in den kleinsten Theilen ähnlich d. h. winkeltren aaf 
ie ij-Ebene abgebildet, da ja das Linienelement ds auf der Fläche 
em Linieuelemente 

Idvl-Vdp' + dq' 
1 der 1)- Ebene proportional ist. 

Betrachten wir it^nd eine rectificirbare Curre £ anf der Fläche, 
ann wird ihre Länge zwischen zweien ihrer Punkte (p^, g^), (j>^, q^ 
urch das längs S genommene Integral 

{Pi'ii) (Pi-n) 

5) As = 2 /*!/ -^-1+1'i^ , 

J J ' KP-'«)* + (a -")'-«]' 

argesteUt. Wir sehen, dass fDr den Fall eines positiven c diese Länge 

tets einen endlichen Werth hat, wenn kein Punkt der Curve die 

lleichung 

6J {jp — mf + {q — nf ~ c = 

lefriedigt. Für Terschwindendes c ist die Curvenlänge nur unendlich, 

renn der Punkt 

p = m, q^ n 
uf der betrachteten Strecke liegt. Für negatives c kann filr kein 
ealea Wertbeaystem {p, q) die Gleichung (6) befriedigt werden, d. h. 
lie Curvenlänge besitzt stets einen endlichen Werth. 

'84. Oeodfttlfiohe Iiinien auf der Fläche. Qeodätiaohe Folarooordi- 
naten. Inlialt eines FläohenstüokeB. 

Bestimmen wir nunmehr die geodätischen (kürzesten) Linien 
luf unserer Fläche. 

Die Differentialgleichung für die geo^tischen Linien ergiebt sich 
,us den Formeln des Art 18 der Gauss'schen Disquisitiones in der Form 



dp*) 



V "^ dp l\dp 2 gg "r 'dp dp *T" a d'q \dp) "T ^ 

~ l^+ d-p^)\TJ^ + -ii di + \H"^ W\di) -^^Tp*\ • 
ilao lautet dieselbe fttr unsere F^*he, wo E, F, G die Werthe (4) haben: 
[Cj'-».)' + (3-«)'-«]g-2(l>-».)g|)'+2(«-«)(g)' 
-2O-'»)5 + 2(2-»)-0. 
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Dos allgemeine Integral dieser Differentialgleichung zweiter Ordnung 
ergiebt sich leicht in der Form 

(7) Q[{p-nif + {q-nf + c\ + 2i(p-m) + 2c(q-n) = 0, 

WO die a, 6, C willkürliclie (Integrations-)Constaiiten bedeuten. Diese 
Gleichung stimmt aber mit der Gleichung (VI) der Nr. 280 (S. 84) 
überein, d. h.: 

Die geodätischen Linien auf der Fläche sind diejenigen 
Curven, die solchen Kreisen der i^-Ebene entsprechen, welche 
den Orthogonalkreis (2) unter rechtem Winkel schneiden. 

Wählen wir die a, b, C als reale Constanten, so ist die ent- 
sprechende geodätische Linie für nicht positive Werthe von c stets 
real; die Gleichung derselben lässt sich nämlich in die Form setzen 

und für c < ist ja stets 

* 2 2 

0" n 

Dagegen sind für ein positives c nur diejenigen geodätischen Linien 

real, für welche 

b' + c' — a^OO 
ist. 

Betrachten wir die Gesammtheit der geodätischen Linien, die durch 

den Punkt 

p = ni y q = n 

hindurchgehen, so muss für dieselben, wenn c von Null verschieden 
ist, a verschwinden, d. h. ihre Gleichung lautet 

(8) i{p - m) -{-c(q — n) = 0. 

Da die Abbildung der Fläche auf die iy- Ebene eine winkeltreue ist, so 
ist der Neigungswinkel q) der geodätischen Linie (8) zu der Curve 

q = n 
durch die Formel 

(p = arctg (=^) 

gegeben. Tragen wir nun auf den geodätischen Linien des Büschels (8) 
vom Punkte (w, n) aus constante geodätische Längen r ab, so ist für 
die Endpunkte (jj, q) derselben 



!//: 



2 I /^ _\2 ^n2 



[(P - «r + (3 - ny - c]' 

(m, n) 
Schlesinger Differentialgleichungen. IT, 2. 



I 

■ 
I 



I 

1 I 

• I 

I 
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Wenn wir nun 

[ q — n = Q sin 9 
setzen^ wodurch also 

wird, so verwandelt sich, da q> längs der Curve (8) einen constanten 
Werth hat, der Ausdruck fiir r in 



wo das Vorzeichen so zu wählen ist, dass r positiv ist, wenn es einen 
realen Werth besitzt. 

Wenn c negativ ist, so setzen wir 



dann haben wir 

(10) 



c>0, 



J e* + ** 



yarctg-i- 



es ist also für jeden Punkt (j), q) der iy- Ebene der entsprechende 
Werth von r real und endlich. 

Ist dagegen c positiv, und setzen wir mit Rücksicht auf eine später 
zu treffende Convention 

h = Yc>0, 



(11) 



= ^/F-17-Tlog|±^ 



9' 



SO folgt, dass r nur für diejenigen Punkte real ist, die der Ungleichung 
Q <h oder 

(p — m)* + (gr — nf < c 

Genüge leisten; d. h.: 

Nur den Punkten der i^-Ebene, die innerhalb des Ortho- 
gonalkreises liegen, entsprechen reale Flächenpunkte; für 
die den Punkten der Peripherie des Orthogonalkreises ent- 
sprechenden Flächenpunkte ist r unendlich gross, diese 
Punkte liegen also in unendlicher Entfernung. 

Diejenigen Punkte der iy- Ebene, welche Flächenpunkten im con- 
stanten geodätischen Abstände r von dem Punkte (m, n) entsprechen, 
liegen auf einem mit dem Orthogonalkreise concentrischen Kreise, 
dessen Radius den Werth 



f. 

1 
t 
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(12) 9 = Ätgy für c = — *;*< 0, 
bezi ehiings weise 

(13) p = Ä^ ^,-~~ für c = k^>0 

besitzt. In beiden Fällen bestimmen die Grössen r^ (p ein System von 
sogenannten geodätischen Polarcoordinaten auf der Fläche. 

Wir wollen nun noch den Inhalt einer von einer geschlossenen 
Curve begrenzten Figur auf unserer Fläche zu bestimmen suchen. 

Nimmt man als Flächenelement den Inhalt eines unendlich kleinen, 

von den vier Curven 

P, P + dp, g, q + dq 

begrenzten Rechtecks, so wird dieser Inhalt nach Art. 17 der Gauss- 
schen ,,Disquisitiones^ durch die Formel 



dpdqVEG—I^ 
also in unserem Falle durch 

^dpdq 

gegeben. Der Inhalt des von einer geschlossenen Curve (S begrenzten 
Flachenstückes ist demnach gleich dem Doppelintegrale 

(14) Äff /^^^ . . -^ff^'-\-. 

erstreckt über das Innere dieser Curve. 



285. VeTSOhiebtmgen auf der Fläche von constanter Krümmung. 
Superfllcielle Länge und snperfLcieller Inlialt. Besiehungen zur 

Nicht-Euklid*sohen Geometrie. 

Betrachten wir jetzt irgend eine projective Substitution 

die den Orthogonalkreis (2) ungeändert lasst. Setzen wir 

V =P +2 S 

so entspricht also die Ausübung der linearen Substitution Ä auf einen 
Punkt der i^- Ebene dem Uebergange von einem Flächenpunkte {p, q) 
zu dem Punkte (p^ q). Wenn für die Substitution Ä die Gleichung (VIII) 
der Nr. 282 (S. 89) erfüllt ist, so bleibt bei Anwendung derselben das 
Linienelement ds ungeändert, d. h. wenn wir den Punkt (p, q) eine 
Curve auf der Fläche durchlaufen lassen, so durchläuft; der Punkt (j), q) 
eine Curve von derselben Länge. Dies ist also für c =f= für alle 

7* 



I 
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positiven Substitutionen J., für c = für die elliptischen und para- 
bolischen unter denselben der Fall. 

Femer folgt daraus, dass die Abbildung der Fläche auf die 
12 -Ebene eine winkeltreue ist, dass, wenn wir den Punkt (p, q) zwei 
Gurven auf der Flache beschreiben lassen, die sich unter einem gewissen 
Winkel 9? schneiden, die entsprechenden von dem Punkte {jp, q) durch- 
laufenen Curven den selben Winkel (p mit einander einschliessen müssen. 
Endlich ist nach der Transformationsformel für Doppelintegrale und 
mit Rücksicht auf die Gleichung (VIII) 

dpdq 



=//( 



dp' dq' dp dq\ (771 + ^? C7n + ^f dpdq 






1^ 



dp dq dq dpi [(jp _ w)^ _|- (g -_ n)2 — c]^ 
Nun ist aber für die monogene Function p + qi von p -{- qi 

dp' dq dp dq^ 

dp dq^ dq dp ^ 

dn ^^^ \ i^ ^^ i ^P' I ^g 

dri dp ~^ dp dq * dq ^ 

wir haben folglich 

/y\ dp' dq dp' d^ I dri^ 

^ ^ dp dq dq dp I dri 

und demnach, mit Rücksicht auf die Gleichung (IX) der Nr. 283 (S. 94) 

dpdq 



4rr ^^^ =4rr 

JJ [{p'-fn)' + {i-nf ^cf JJ[{P- 



d. h. wenn der Punkt (j5, q) eine geschlossene Curve beschreibt, so 
beschreibt der Punkt (p\ gf) eine ebenfalls geschlossene Curve, und die 
von beiden Curven umschlossenen Flächeninhalte haben denselben Werth. 

Aus diesen drei Bemerkungen (von denen übrigens die 
dritte eine unmittelbare Folge der beiden ersten ist) ergiebt 
sich, dass der Anwendung einer Substitution Ä, die der 
Gleichung (VIII) genügt, auf die complexe Variable ly eine 
Transformation der Punkte unserer Fläche vom constanten 
Krümmungsmaasse — centspricht, bei der jede auf der Fläche 
gezeichnete Figur in eine ihr congruente Figur übergeht. 

Wir sehen also, dass die Fläche vom constanten Krümmungs- 
maasse — c im allgemeinen Falle für die Substitutionen -4, die der 
Gleichung (VIII) genügen, genau dasselbe Verhalten zeigt, wie die ge- 
wöhnliche iy- Ebene in dem Falle 

c = , Vo^=^ ^^^ + ^* = ^^ y 
den wir in der Nr. 283 (S. 93) betrachtet hatten, für die Verschiebungen. 



> I 
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■• 



Die von der Gesammtheit der Substitutionen A, die die Gleichung t 

(VIII) befriedigen, gebildete Gruppe liefert, aufgefasst als Gruppe von | 

Transformationen der Punkte (p, q) unserer Fläche, die doppelt unend- 
liche Mannigfaltigkeit der Verschiebungen der Flache in sich selbst. 

Kommen wir überein, die Fläche, welche die Abbildung der 
17- Ebene oder für c>0 der Punkte im Innern des Orthogonalkreises 
darsteUt, als eine „Ebene" zu bezeichnen, nennen wir femer die geo- 
dätischen Linien dieser Fläche „Geraden", so erhalten wir in dieser 
„Ebene" eine Geometrie, die für c = mit der gewöhnlichen Euklid- 
schen, fQr c>0 mit der von Lobatscheffskij und J. Bölyai be- 
gründeten, für c < mit der sogenannten Rie mann 'sehen übereinstimmt. 

In der That ist z. B. zufolge des Satzes der Nr. 281 (S. 86) die 
Summe der Winkel eines „geradlinigen" Dreieckes in dieser „Ebene", je 
nachdem c gleich Null, positiv oder negativ ist, gleich, kleiner oder 
grösser als iCy eine Eigenschaft, die sich übrigens aus den entwickelten 
fiächentheoretischen Formeln auch leicht ableiten lässt. 

In Uebertragung dieser Verhältnisse auf die iy- Ebene werden wir 

uns allgemein für c ^ bei der Betrachtung von Gruppen von Sub- 

stitutionen Ay die der Gleichung (VIII) genügen, der folgenden Be- 
zeichnungen bedienen. 

Eine Substitution Ay die der Gleichung (VIII) genügt, heisst eine 
Verschiebung. Punkte, die durch eine Verschiebung aus einander 
hervorgehen, heissen correspondirend, ebene Figuren, die durch ein6 
Verschiebung aus einander entstehen, heissen congruent. Für eine 
Curve 6, die zwischen zwei Punkten i^^, 7}^ verläuft, heisst das längs 
derselben erstreckte Integral 

ihre superficielle Länge, für eine geschlossene Figur das über die- 
selbe genommene Integral 



jj[{n- 



no) {n ~ %) ~ f^'] 



ihr superficieller Inhalt. Es gelten dann nach den vorhergehenden 
Betrachtungen die folgenden Sätze: 

1) Wenn c>0 ist, so liegen die mit einem Punkte inner- 
halb des Orthogonalkreises correspoudirenden Punkte eben- 
falls innerhalb des Orthogonalkreises. 
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t) Für c § haben congruente Figuren in correspondiren- 
Jlcken gleiche Winkel. Congruente Curren haben gleiche 
rficielle Länge, congruente geschlossene Figuren gleichen 
rficiellen Inhalt 

1) Die auperficielle Länge einer Cnrve, die keinen Pniikt 
dem Ortbogonalkreise gemein hat, besitzt einen end- 
n Werth. Ebenso der auperficielle Inhalt einer ge- 
»ssenen Figur, die keinen Punkt des Orthogonalkreises 
rem Innern enthält. Für c<0 gilt dieser Satz also für 
beliebige Curve und jede beliebige geschlossene Figur, 
it wenn sich dieselbe in's Unendliche erstreckt. Für 

ist die superficielle Länge einer Curve, die den Ortho- 
lkreis trifft, unendlich gross. 

n''enn e einen negativen Werth hat, so sind alle Substitutionen A, 
en Ortlic^nalkreis ungeändert lassen, Verschiebungen. Für posi- 
c sind es nur die positiven unter diesen Substitutloneii, für c ^ O 
üe eUiptischen und parabolischen. Allemal bildet aber die Ge- 
ilheit aller Verschiebungen eine Gruppe, da offenbar zwei Ver- 
bungen hintereinander angewandt wieder eine Verschiebung geben. 
ir ist klar, daas eine Gruppe, die aus einer gewissen Anzahl von 
thiebungen als Basis gebildet ist, nur Verschiebungen (d. h. also im 
c=0 nur elliptische und parabolische Substitutionen) enthalten kann. 
Dass es für c = nebst den Verschiebungen noch Substitutionen 
, die den Punkt i;^ ungeändert lassen, jedoch den Differential- 
nek (1) mit einer von Eins verschiedenen Gonstanten mnltipliciren, 
ich diejenigen Substitutionen, die den für i;^ = cc als Äehnlich- 
transformationen bezeichneten entsprechen, bedingt die specifische 
athümlichkeit der dem Falle c^O entsprechenden Enklid'schen 
letrie, wonach es in dieser Geometrie eine Aehnlichkeit yoe Figuren 
, was weder für die Lobatscheffskij-Böljai'sche nodi fOr die 
naun'sche Geometrie der Fall ist. Es möge noch hervorgehoben 
en, dass in der Euklid'schen Geometrie der Ebene, von der hier 
[tede ist, die sämmtlichen geraden Linien der Ebene als durch 
i und denselben „unendlich fernen Punkt" hindurchgehend vor- 
Uen sind, eine Vorstellung, die ja auch der Darstellung der com- 
in Grössen durch die Punkte einer Ebene zn Grunde liegt, und 
gegenüber der in der projectivischen Geometrie übhchen Annahme 

„unendlich fernen Geraden" nur den einen Nachtheil hat, dass 
„unendlich fernen Punkte" andere Eigenschaften zukommen, wie 
im Endlichen gelegenen Funkten. 
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286. Ansäte zum Disoontiimitatsbeweise für die Gruppe ge-wiaaer 

Dreieoksfonctioneii. 

Wir kehren nun zur Untersuchung der Dreiecksfanctionen 

zurück, wo dj, dg, ^3 reciproke ganze positive Zahlen oder Null 
sini Sei 

iv — %) iv — %) — <^ = ^ 

die Gleichung des Orthogonalkreises 0, der zu den Seiten s^y s^, s\ 
des Ausgangsdreieckes (A^ , k^ , A^) gehört, und setzen wir fest, dass wir, 
falls c > ist (in XJebereinstimmung mit der bereits in der Theorie 
der Modulfunction festgehaltenen Convention) von den beiden Kreis- 
bogendreiecken mit den Winkeln 

^*i? ^*2^ ^*8? 
von denen (Nr. 280, S. 86) das eine ganz innerhalb, das andere ganz 
ausserhalb des Orthogonalkreises liegt, immer das im Innern von 
gelegene als Ausgangsdreieck ansehen wollen! Dann haben wir fur 
die Dreiecksfunctionen der in der Nr. 281 (S. 86) unterschiedenen drei 
Arten zunächst die folgenden Resultate. 

In allen drei Fällen schneiden die Seiten der sämmtlichen Dreiecke 
der Theilung unserer Fläche JP, die über der i^ -Ebene ausgebreitet die 
Verzweigung der Function z darstellt, den Orthogonalkreis unter rechtem 
Winkel (Nr. 281, S. 87) und die Substitutionen der projectiven Mono- 
dromiegruppe %• sind Verschiebungen. 

Für ein negatives c folgt das letztere unmittelbar aus dem Satze 
der Nr. 281 (S. 87), wonach die Substitutionen von ^ den Orthogonal- 
kreis in sich selbst transformiren, für ein positives c aus dem Satze 
der Nr. 282 (S. 89). Für c = sind die Fundamentalsubstitutionen 
A^y Ä^ (da dj, dg reale Grössen sind) elliptische oder parabolische 
Substitutionen, also Verschiebungen; nach den Ergebnissen am Schlüsse 
der vorigen Nummer gilt folglich das Gleiche auch für alle Substitu- 
tionen von ^, 
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Für die Dreiecksfunctionen zweiter Art sind also alle Substitutionen 
von d" eUiptische oder parabolische von der Form 



; = JS. 



js:i = i, 



beziehungsweise 



v — no n — no ' 



'wenii 7JQ den Punkt bedeutet, in welchem sich die drei Kreise s^, s^, s^ 
schneiden. 

Für die Dreiecksfunctionen dritter Art sind die Substitutionen der 
Gruppe ^ elliptische. Für die Dreiecksfunctionen erster Art endlich 
können elliptische, parabolische oder hyperbolische Substitutionen vor- 
kommen; über die Lage der Doppelpunkte geben die Sätze der Nr. 282 
(S. 92) erschöpfenden Aufschluss. 

Wir stellen uns nun die Aufgabe zu beweisen, dass unter 
der für die d^y d^y d^ gemachten Annahme die Gruppe -Ö* stets 
eine discontinuirliche, d. h. dass die Function von 1^ eine 
eindeutige ist. 

Das Fundamentalpolygon F^, welches durch Spiegelung des Aus- 
gangsdreieckes (Aj, Ag, Ag) in Bezug auf die Seite s^ entsteht, ist ein 
schlichtes Kreisbogenviereck, welches für die Dreiecksfunctionen erster 
Art jedenfalls ganz innerhalb des realen Orthogonalkreises liegt. Die 
aus F^ durch die Substitutionen der Gruppe ö* hervorgehenden Bereiche 

F 

sind imtereinander und mit F^ corigruent und befinden sich für die 
Functionen erster Art ebenfalls ganz innerhalb des Kreises 0. Es sind 
nun zwei Fälle als möglich in's Auge zu fassen. 

1) Die Bereiche F,^ , „ . ^ lagern sich schlicht und lücken- 

los nebeneinander, d. h. die Fläche F bedeckt die 17 -Ebene nirgends 
mehrfach; dann ist nach den Ergebnissen der Nr. 216 (Bd. 11, 1, S. 344flF.) 
die Gruppe -Ö* discontinuirlich. 

2) Dies ist nicht der Fall, sondern es kommt vor, dass mehrere 
jener Bereiche übereinander greifen. 

In den Fällen 

1 






*2= 2' 



*« = -5r, 



*s = 0, 
*s = 0, 



^s = Y 
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hatten wir gezeigt, dass nur die unter 1) angegebene Möglichkeit ein 
treten kann. Um dies auch in dem allgemeinen Falle 



1 



= iry *8 = ;r> *s = 



^2 






^^ 9i7 9i} ffs positive ganze Zahlen oder unendlich sind, beweisen zu 
können, müssen wir uns einer Methode bedienen, die Herr Poiacare 
für die Untersuchung analoger Fragen von viel grösserer Allgemeinlieit 
angegeben hat. Der Grund, weshalb die im Falle 

*1 = *E = *5 = 

angewandte Beweismethode (Nr. 272, S. 50) im Allgemeinen nicht aus- 
reicht, ist in dem Umstände zu suchen, dass, wenn nicht alle drei d^ 
verschwinden, noth wendig Ecken von F^ vorhanden sein müssen^ die 
nicht auf dem Orthogonalkreise liegen. Es sind dies nämlich die Ecken, 
die Doppelpunkte elliptischer Substitutionen sind. 

Im Falle einer Dreiecksfunction erster Art liegen alle Bereiche 

F 

nothwendig innerhalb des Orthogonalkreises 0, da jeder ihrer Punkte 
mit einem Punkte von F^ correspondirt. Die von der ßesammtheit 
dieser Bereiche gebildete Fläche F kann also nicht über den Kreis 
hinweggreifen. Für die Dreiecksfunctionen zweiter Art ist der Punkt rj^, 
durch den alle Seiten der mit F^ congruenten Bereiche hindurchgehen, 
keinesfalls ein Punkt, der im Innern der Fläche F liegt. Für die 
Functionen dritter Art kann F dagegen die ganze 17 -Ebene erfüllen. 

Denken wir uns einen Punkt a im Innern des Fundamental- 
bereiches Fq und einen beliebigen Punkt h der ly- Ebene. Legen wir 
von a nach 6 hin eine Curve 6, die sich nicht unendlich oft windet, 
und verfolgen wir den Verlauf dieser Curve in der Fläche F. Die 
Curve ß wird F^ über eine gewisse Seite hinweg verlassen und in den 
benachbarten Bereich F eintreten, wird dann diesen Bereich abermals 

über eine Seite hinweg verlassen, um in den benachbarten Bereich F 

zu gelangen u. s. w. Wenn wir auf diese Weise fortfahrend die Reihe 

der Bereiche 

F F F F 



»1 



«2 



«3 



bestimmen, die von der Curve ß durchquert werden, so sind zwei 
Fälle möglich. 

Es wird sich entweder ein Bereich F ergeben, den die Curve S 

nicht mehr verlässt, dann befindet sich der Punkt h in diesem Bereiche, 
d. h. 6 liegt jedenfalls in dem von der Fläche F bedeckten Theile der 
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■ 

^-Ebene und ß verläuft ganz innerhalb F. Wenn der Bereich 2?„^, :■ 

den die Gurve nicht mehr verlässt; nach einer endlichen Anzahl von ! 

Schritten erreicht wird, so sagen wir, die Curve @ sei von der 
ersten Art. 

■ 

Oder man wird, wie weit man auch gehen mag, niemals auf einen 
Bereich der Flache F stossen, den die Curve ^ nicht verlässt, dann * 

sagen wir, 6 sei von der zweiten Art. 

Wenn der Punkt 6 so beschaffen ist, dass jede Curve ®, die den- 
selben mit a verbindet, von der zweiten Art ist, dann liegt h offenbar 
ausserhalb des von der Fläche F bedeckten Theiles der ij- Ebene. 

Giebt es dagegen Curven ß^ , Sg , • • • erster Art, die a mit 6 ver- 
binden, und endet ß. in i^^ , ß^ in 1^^ , • • •, so befindet sich der 

Punkt 6 innerhalb des von der Fläcl\e F bedeckten Gebietes der 
?2- Ebene, und zwar lagern sich in der Nahe von 6 die Bereiche F^ , JP^ ,■•• 

1 8 

übereinander. Wenn also die Gruppe ^ eine discontinuirliche sein soll, 
so müssen die Bereiche 

in denen die von a nach b gelegten Curven erster Art endigen, mit 
einander identisch sein. 

Lassen wir b mit a zusammenfaUen, so sind die Curven ß ge- 
schlossen, und es giebt unter ihnen jedenfalls solche, die von erster 
Art sind. Für die Discontinuitat der Gruppe ^ ist dann offenbar 
noth wendig, dass der Bereich -F^, in welchem irgend eine von a 
ausgehende geschlossene Curve erster Art endet, mit F^ identisch ist. 
Hinreichend für die Discontinuitat von ^ ist, dass jede von a aus- 
gehende, innerhalb der Fläche F verlaufende Curve, die zu demselben 
Punkte rj = a zurückfährt, auch in dem Bereiche F^ endet, d h. eine 
in der Fläche F geschlossene Curve ist, denn aus der Congruenz der 

Bereiche 

F 

mit Fq folgt dann, dass jede Curve, die von einem beliebigen Punkte 
des von der Fläche F bedeckten Theiles der i^- Ebene ausgeht, ganz 
innerhalb F verläuft und zu demselben i^-Werthe zurückkehrt, auch 
eine innerhalb F geschlossene Curve sein muss, und dies besagt 
nichts anderes, als dass sich die Fläche F an keiner Stelle mehrfach 
überdeckt. 
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287. Beweis eines Hülfssatzes. Sätze über Dreieoksfonctioiien. 

Disoontiniiitätsbeweis. 

Wir beweisen zuvörderst den folgenden HüLGssatz: 

Jede Curve (£ die von a ausgeht und nach einem Punkte h 

hinführt, ohne den Orthogonalkreis zu treffen, ist von der 

ersten Art. 

Denken wir uns die Reihe der von (S durchquerten Bereiche 

j^ j^ ji • • • 

bestimmt, und bezeichnen wir mit l das innerhalb F gelegene Stück 

V P 

der Curve 6, mit l^ das innerhalb F^ verlaufende Stück dieser Curve. 
so ist also 

^ = h + h-\-h + ---- 

Das Curvenstück l verbindet offenbar zwei Punkte der Begrenzung 

von F ; diese Punkte können entweder auf zwei in einer Ecke A^' 

von F zusammenstossenden Seiten dieses Bereiches liegen, wir eagen 
p 

dann, l umspannt die Ecke k^\ oder sie gehören zwei nicht be- 
nachbarten Seiten von F an. Wenn l keine Ecke umspannt, so con- 

struiren wir die mit l congruente, innerhalb des Pundamentalbereiches 

F^ verlaufende Curve t^^'^ dann umspannt t^^ auch keine Ecke von F^, 

V r x^ 

die superficielle Länge von V^ hat demnach einen endlichen, von Null 
verschiedenen Werth, der eine bestimmte angebbare Grösse K über- 
treffen muss. Also ist auch die superficielle Länge von l selbst grosser 
wie K, 

Da die Curve ® den Orthogonalkreis nicht trifft, so hat ihre 
superficielle Länge einen endlichen Werth L, die Anzahl derjenigen 
Curvenstücke, die keine Ecke umspannen, ist also jedenfalls kleiner wie 

i_ 
K' 

Wir können folglich die positive ganze Zahl q so gross wählen, 
dass alle Curvenstücke, die keine Ecke umspannen, unter den 

enthalten sind; die folgenden 

umspannen also Ecken. 

Betrachten wir unter den letzteren zwei auf einander folgende und 
den durch Vereinigung derselben entstehenden Bogen 



P P ^ P\^' 



1 
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dann können l und l , ^ entweder dieselbe Ecke l^^ umspannen, so dass 
also m selbst diese Ecke umspannt, oder i . Z , ^ umspannen ver- 
schiedene Ecken. ! 
Wenn m keine Ecke umspannt, so beginnt dieser Curvenbogen in 

einem Punkte einer Seite s^^ von F , der in der Ecke k^^^ mündet, i 

überschreitet die Seite {l , A^ ), die die gemeinsame Grenze der \ 

beiden Bereiche F , F bildet, und endet 

in einem Punkte der Seite s^"*"*^ von F , die \ /<:(p*o 

von der Ecke A^"^*^ ausgeht (vergl. Fig. 24). 

Construireu wir die mit i, Z , , consruenten /.---r— -^\ , 

Curven innerhalb F^^ so erhalten wir einen Curven- 

zuff m^^^ innerhalb F^ , der Punkte von drei Seiten 
des Fundamentalbereiches mit einander verbindet. 
Die superficielle Länge von m^^^ besitzt folglich Fig. «4. 

einen endlichen von Null verschiedenen Werth, 
der nicht unterhalb einer gewissen angebbaren Grenze K liegen kann. 
Die Anzahl der Curvenbogen m , die keine Ecke umspannen, ist dem- 
nach ebenfalls eine endliche, nämlich kleiner wie 

K 

Wir können also die positive ganze Zahl r so gross wählen, dass 
alle Curvenstücke 

eine und dieselbe Ecke X^^^ umspannen. Es sind dann zwei Fälle 
möglich. 

Die Ecke X^'^^ kann Doppelpunkt einer elliptischen Substitution 
der Gruppe d' sein. Diese Substitution geht dann nothwendig aus 
einer der drei Substitutionen 

durch Transformation mittelst einer Substitution von 0" hervor. Ihr 
Multiplicator hat also die Form 

e = e . (x=:i,2,3). 

Es lagern sich folglich genau g^ Bereiche der Fläche F um den Punkt k^''^ 

herum, die Anzahl der Curvenstücke Z , die die Ecke k^*^^ umspannen, 
kann demnach nicht grösser wie g^ sein. In diesem Falle ist also ge- 
zeigt, dass die Anzahl aller Curvenstücke 

Aq, A-, Ao, • • • 
eine endliche ist. 
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Die Ecke A^*^^ kann aber auch Doppelpunkt einer parabolischeD 
Substitution der Gruppe d- sein. In diesem Falle liegt X^''^ auf dem 
I i Orthogonalkreise 0, und die in X^^^ milndenden Seiten der Bereiet^r 

; F, . . schneiden den Kreis unter rechtem Winkel und be 

rühren einander in A^'*\ Nach dem Satze der Nr. 285 (S. 103) kann eine 
Curve, die den Orthogonalkreis nicht triflft, nur eine endliche Anzahl 
solcher sich in k^^^ berührender Kreise durchschneiden, die Curve i5 
kann folglich auch nur eine endliche Anzahl der sich um k heram 
lagernden Bereiche von F durchqueren, d. h. auch in diesem Falle ist 
die Anzahl der Curvenstücke 

r ' '■+1 ' 

und folglich auch die der Curvenstücke 

^0? h> hf " ' 
überhaupt eine endliche. 

Damit ist also der Beweis unseres Hülfssatzes geliefert. 

Für die Dreiecksfunctionen dritter Art, wo der Orthogoiialkrei^ 

imaginär ist, folgt hieraus, dass jede in der i;- Ebene gelegene Curve (^ 

von der ersten Art sein muss, das ist offenbar nur möglich, wenn die 

Anzahl der Bereiche 

F 

und folglich auch die Anzahl der Substitutionen der Gruppe d- eine 
endliche ist. D. h.: 

Für die Dreiecksfunctionen dritter Art ist r^ eine alge- 
braische Function der unabhängigen Yariabeln 0. 

Für die Dreiecksfunctionen erster und zweiter Art ist der Ortho- 
gonalkreis real. Denken wir uns eine von a ausgehende, ganz inner- 
halb der Fläche F verlaufende Curve @, die den Orthogonalkreis in 
einem Punkte trifft und die durch keine Ecke eines der Bereiche von 
F hindurchgeht. Möge 6 die Bereiche 

F F F 



i 

1 



i 



.! durchqueren, und bezeichne wieder l das innerhalb F gelegene Stuck 

dieser Curve. Dann ist die superficielle Länge eines jeden solchen 
Stückes { eine endliche, die superficielle Länge der ganzen Curve € 
ist aber nach dem Satze 3 der Nr. 285 (S. 102) unendlich gross; es muss 
folglich die Anzahl der Stücke l eine unendliche sein. Da für c>0 
nicht jeder Punkt des Orthogonalkreises eine Ecke sein kann, und für 
c = der Punkt \ , auf den der Orthogonalkreis zusammenschrumpft, 
keine Ecke ist (es schneiden sich ja alle Seiten der Bereiche von ^ 
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in diesem Punkte), so giebt es stets Curven von der für ® geforderten 
Beschaffenheit. D. h.: 

Für die Dreiecksfunctionen erster und zweiter Art ist 
die Anzahl der Bereiche von F und folglich die Anzahl der 
Substitutionen der Gruppe %• unendlich gross, ri ist eine 
transcendente Function von Sy und jede Curve, die den Ortho- 
gonalkreis in einem Punkte trifft der keine Ecke ist, ist im 
Sinne der oben (Nr. 286, S. 107) gegebenen Definition von der 
zweiten Art. 

Hieraus folgt femer: 

Für die Dreiecksfunctionen erster Art bedeckt die Fläche 
F das Innere des Orthogonalkreises vollständig und lücken- 
los- Für die Dreiecksfunctionen zweiter und dritter Art gilt 
das Oleiche für die ganze unendliche 17-Ebene; nur ist bei 
den Functionen zweiter Art die Fläche F durch den Punkt 1^^ 
begrenzt, während sie für die dritte Art unbegrenzt ist. 

In allen drei Fällen ist also die Fläche F eine einfach zusammen- 
hängende. 

Der Discontinuitätsbe weis lässt sich nunmehr mit Leichtigkeit führen. 

Eine von dem Punkte a des Fundamentalbereiches F^ ausgehende 
und zu demselben i^-Werthe zurückkehrende ganz innerhalb der Fläche 
F verlaufende Gurve S könnte, da F einfach zusammenhängend ist, 
nur dann in einem von F^ verschiedenen Bereiche endigen, wenn diese 
Curve einen Windungspunkt der Fläche F einschlösse. Die Fläche F 
besitzt aber^ da die d^, 8^^ ä^ reciproke ganze Zahlen oder Null sind, 
in ihrem Innern keinen Windungspunkt, also führt jede Curve ® noth- 
wendig in den Bereich F^ zurück. Etwas anders gefasst lautet dieser 
Beweis so: 

Zwischen der Zusammenhangszahl 2p +1, der Anzahl der Win- 
dongspunkte w und der Anzahl der Blätter n einer Fläche besteht 
nach Riemann die Beziehung 

w — 2n = 2p — 2y 

für unsere Fläche JF ist jp = 0, w = 0, folglich 

n = 1. 
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Wir erkennen, dass für die allgemeinste Dreiecksfunction 

ri = s{d^, *g, *3, 0), 
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wo die #j , ^2 , ^3 reciproke ganze Zahlen oder Null sind, ähnliche Ver- 
hältnisse bestehen, wie im Falle 

Allemal ist die zugehörige Monodromiegruppe 0" eigentlich disconti- 
nuirlich für alle Punkte der i^- Ebene, die nicht auf dem Orthogonal 
kreise liegen. Dies ist für die Dreiecksfunctionen zweiter und dritter 
Art unmittelbar evident, für die Functionen erster Art haben wir da- 
gegen die Discontinuität der Gruppe d' nur für die Punkte innerhalb 
[|l des Orthogonalkreises bewiesen. Man braucht aber nur zu beachten, 

f^l dass die Punkte ausserhalb des Orthogonalkreises Spiegelbilder sind 

von den Punkten innerhalb dieses Kreises, um zu erkennen, dass, wenn 
wir von dem SpiegelbUde des Pundamentalbereiches F^ in Bezug auf 
ausgegangen wären, die sämmtlichen Bereiche, die aus diesem Spiegel- 
bilde durch die Substitutionen von d' hervorgehen, eine Fläche gebildet 
hätten, die als das Spiegelbild von F das Aeussere des Orthogonal 
kreises vollständig lückenlos und einfach bedeckt. 

Wir haben also für die Dreiecksfunctionen erster Art zwei 
Continua von Punkten, innerhalb derer die Gruppe d' eigentlich dis 
continuirlich ist, diese beiden Continua werden durch die Peripherie 
des Orthogonalkreises von einander getrennt. Diese Peripherie ist also 
die in der Nr. 202 (Bd. II, 1, S. 280) charakterisirte Punktmenge P, 
die aus der Gesammthfeit Q der Doppelpunkte der nicht elliptischen 
Substitutionen von d" und aus der ersten Ableitung Q' dieser Gesammt 
heit besteht. Die allgemeinen Resultate der Nr. 204 (Bd. 11, 1, S. 2S(\ i 
geben uns nunmehr vollständigen Aufschluss über die Natur der Um 
kehrungsfunction z von rj. 

Wir hatten das Ausgangsdreieck als innerhalb des Orthogonalkreises 
gelegen angenommen, d. h. wir hatten uns den Integralquotienten ^] so 
gewählt gedacht, dass für einen bestimmten regulären Werth 5 = r^, 
der zugehörige i^ -Werth im Innern von lag. Halten wir an dieser 
Voraussetzung fest, so ist also z eine eindeutige Function von iy, die 
ungeändert bleibt, wenn tj eine Substitution der Gruppe «ö* erfährt, die 
nur im Innern des Orthogonalkreises existirt und für welche jede 
Stelle der Peripherie von eine Unbestimmtheitsstelle ist. Diese 
Function a nimmt innerhalb des Fundamentalbereiches F^ jeden Werth 
nur ein einziges Mal an, und es ist jede eindeutige Function von t;, 
die die Gruppe 0" zulässt und sich innerhalb F^ wie eine rationale 
Function verhält, nach den Ergebnissen der Nr. 215 (Bd. II, 1, S. 33üj 
rational durch z darstellbar. 
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Würden wir rj so gewählt haben^ dass dieser Integralquotient för 
einen regulären Werth von einen Werth erhält, der ausserhalb des 
Orthogonalkreises der entsprechenden Gruppe liegt, d. h. hätten wir 
das Ausgangsdreieck als ausserhalb des Orthogonalkreises befindlich 
gewählt, so würden wir zu einer eindeutigen, bei den Substitutionen 
der Gruppe unveränderlichen Function gelangt sein, die ausserhalb 
dieses Orthogonalkreises existirt. 

Die Gesammtheit der eindeutigen Functionen, die bei den Sub- 
stitutionen unserer Gruppe d" ungeändert bleiben, zerfällt demnach in 
zwei Typen. Der eine Typus existirt innerhalb, der andere ausserhalb 
des Orthogonalkreises dieser Gruppe. Der Uebergang von einer 
Function des einen Typus zu einer Function des anderen erfolgt, indem 
man z. B. in einer dieser Functionen an die Stelle der unabhängigen 
Variabein 1^ das Spiegelbild derselben in Bezug auf den Orthogonal- 
kreis setzt. Wir werden späterhin eine Darstellung dieser Functionen 
kennen lernen, bei welcher dieser Uebergang in höchst anschaulicher 
Weise vollzogen werden kann. 

Wir heben noch einmal hervor, dass also für diejenigen Dreiecks- 
funetionen, für welche 

und die Summe 

fl'l </3 9z 

ist, die eben dargelegten Verhältnisse Platz greifen. Solcher Dreiecks- 
funetionen erster Art mit eindeutiger Umkehrungsfunction giebt es 
offenbar unendlich viele. 



289. Die Dreieoksfonotionen zweiter Art. 

Die Dreiecksfunetionen zweiter Art, die zu discontinuirlichen 
Gruppen führen, sind durch die Bedingung 

charakterisirt. Für dieselben ergiebt sich sofort nur eine sehr beschränkte 
Anzahl von Möglichkeiten; in der That besitzt die Gleichung (a), als 
Diophantische Gleichung für die ganzen positiven Zahlen g^^ g^^ g^ 
aufgefasst, nur die folgenden Lösungen, wenn wir von Permutationen 
der g^, g^j g^ absehen: 

Schlesinger, nifferentUlgleiohimgen. II, 8. 8 
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wir erhalten also die Dreiecksfunctionen zweiter Art: 
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und die aus denselben durch Permutation der S^, d^, S^ hervorgehen- 
den. Von diesen Permutationen können wir aber absehen, da dieselben 
nach den Ergebnissen der Nr. 73 (Bd. I, S. 264) auf den Uebergang 
von zu einer linear gebrochenen Function dieser Grösse hinaus- 
kommen. 

In diesen vier Fällen ist z eine in der ganzen i;- Ebene existirende 
eindeutige Function von i^, die nur in dem Punkte rj = ly^, auf den der 
Orthogonalkreis zusammengeschrumpft ist, eine Unbestimmtheitsstelle 
besitzt. Wenn wir den Integralquotienten r] so wählen, dass der Punkt 
rJQ in's Unendliche fällt, so sind die Seiten der Dreieckstheilung gerade 
Linien in der i^- Ebene, die Substitutionen der Gruppe -ö* sind wirk- 
liche Verschiebungen der iy- Ebene, und wir können uns nun auch mit 
Leichtigkeit die entsprechenden Ausgangsdreiecke und Fundamental- 
bereiche construiren. 

Für die erste Function 

ist die dem Umlaufe um z = oo entsprechende Substitution eine para- 
bolische, ihr Doppelpunkt, d. h. die Ecke A, des Ausgangsdreieckes, 
befindet sich folglich in dem unendlich fernen Punkte rj^ der ly- Ebene. 
Die beiden anderen Ecken A^, A^ können wir noch nach Belieben wählen 
und dadurch den Integralquotienten rj völlig bestimmen. Sei z. B. 

A^ = 0, A, = l, 
dann lauten also die Sabstitntionen Ä^^, A^ in der canonischen Form 



A'^ = — v, 

da ja die Multiplicatoren 



'2 
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l = -(^-l), 
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e ^ c = — 1 
sind. Die Substitution A^ lautet demgamäss 

und der Fundamentalbereich J'^ hat die in der Fig. 25 dai^estellte 
Korm, Die Function e von ij 
ist demnach eine einfach-perio- 
dische Function mit der Periode 2, 
die aber innerhalb des Perioden- 
streifens, der von den Parallelen 
zur lateralen Axe in den Punkten 
— 1 und + 1 begrenzt wird, 
jeden Werth ztraimal annimmt, 
nämlich in zwei Punkten ij und 



A^f). 



Wir können diese Function 



in einfachster Weise finden, wenn 
wir beachten, daaa nach den Glei- 
chungen (1) der Nr. 2l>8 (S. 32) 
in unserem Falle 

„ = ß~0, y=l 
genommen werden kann. Es ist folglich z. B. 

»„-1. 

Nun tat aber, wie Gänse bemerkt hat, 

t = Bmt-F(-^, -s-, i , sin 



und demnach 
(1. h. wir haben 



"os '^ '""*' ^'" y^> 



'©■ 



also, da für * ^ 0, 7j = und für z = 1 , ij ^ 1 sein sollte, 
e = sin -J ■ 



Für die Function 



.=»a.{. [.^) 
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ist das Ausgangsdreieck ein rechtwinkelig gleichschenkeliges^ der Funda- 
mentalbereich Fq hat also die in der Fig. 26 dargestellte Form. Die 

Abbildung von F^ mittelst der Substitution Ä^ 
liefert den Bereich F^^, der mit F^ zusammen 
ein Quadrat bildet. Innerhalb dieses Qaadrat<e$ 
(^2; V^ ^2'? ^3) iiiDcunt die eindeutige Function 
von Tj jeden Werth zweimal an und zwar 
immer in Punkten, die der Gleichung 

V — ^1 = — (^ - ^1) 

Genüge leisten. Insbesondere hat also ^ auf je 
zwei gegenüberliegenden Seiten jenes Quadrate 
denselben Werth, es ist demnach eine ein- 
deutige doppeltperiodische Function von tj mit den Perioden 

die innerhalb des Periodenparallelogramms jeden Werth zweimal an- 
nimmt. Da der Quotient der Perioden 




o>^ 



COi 



^3 *2 
^2 ^8 



ist, so haben wir in eine lemniscatische Function von 1/. 
Für die Function 

ist das Ausgangsdreieck ebenfalls rechtwinkelig, der Fundamental- 
bereich Fq ist in der Fig. 27 dargestellt. Auch hier ist eine doppelt- 
periodische eindeutige Function von rj mit den Perioden 

iDj = Aj — A3 , 0)2 = A3'— Aj , 

die in zwei Punkten des 
Periodenparallelogramms 

^ (^2 ? h'y Ky ^a); ^^^ ^"^^^^ ^^ 
Gleichung 




n 



K--{n- K) 



Fig. 27. 



mit einander verknüpft sind, 
denselben Werth annimmt. 



Der Periodenquotient hat den Werth 



(0 



COi 



7ti_ 
2 T" 

= e . 
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Für die Function 



^ = ^(y' 3' 1' ^) 



endlich ist das Ausgangsdreieck ein gleichseitiges; die Fig. 28 veran- 
Bcliaulicht den Fundamentalbereich F^. Die Substitutionen A^^ A^, A^ 
lauten 

(X = 1, 2, S). 

Spiegeln wir das Ausgangsdreieck (A^, A,, A3) in Bezug auf die Seite 5^', 
das so entstehende Dreieck {X^, A^, A^') in Bezug auf die Seite (A^', k^\ 
das entstandene Spiegel- 
bild (A;, A;, A3) in Bezug ^ — 5 ^ 

auf die Seite (A/, A/), /\ jj M^^' / ^ 
das neue Dreieck /; \ A^p^^ / 

^A| j Ag ^ A3 J WeivCr in /.'y.- . ./. /.:... -.//Slif///:: .w..y./k/'/ . ...'.//■'/.'.'/'..■ 

Bezug auf (A,', A3"), das ' 

neue Dreieck (Aj', A3", Aj") 

in Bezug auf (A^", A3"), so erhalten wir drei schraffirte und drei un- 

schraffirte Dreiecke. Innerhalb des Parallelogramms (A^, A/, A^", A^') 

nimmt dann die Function z von ^ jeden Werth zweimal an, und die 

gegenüberliegenden Seiten dieses Parallelogramms bestehen aus corre-, 

spondirenden Punkten. 

Es ist folglich z eine eindeutige doppeltperiodische Function von 17, 
die innerhalb des Periodenparallelogramms (A^ , A/, A,", A^') jeden Werth 
zweimal annimmt, und die Perioden haben die Werthe 

cDj = Ag'— Aj , (ö, = A/— Aj , 
während der Quotient derselben 




Fig. »8. 



CD. 
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gefunden wird. 

Die Darstellung der drei so gefundenen doppeltperiodischen Func- 
tionen bietet hiemach keine Schwierigkeiten, wenn man sich der aus 
dwi Elementen der Theorie der elliptischen Fimctionen bekannten 
Formeln bedient. 



Drittes Kapitel. 

290. Die mögliohen Fälle von Dreieoksfiinotionen dritter Art. 

Allgemeine FestBetvongen. 

Durch die Betrachtungen der beiden letzten Nummern sind alle 
Fälle erschöpft, in denen fQr eine Gauss 'sehe Differentialgleichung die 
unabhängige Variable z eine transcendente eindeutige Function des 
Integralquotienten r] darstellt. Wir haben nun noch die Dreiecks- 
functionen dritter Art zu studiren, für welche 
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ist, und die ganzen positiven Zahlen g^^ g^^ g^^ der Ungleichung 

1 



9i ^ 9% ^ 9z 



iß) 

Genüge leisten. 

Wir wissen, dass in diesen Fällen die Gruppe d" eine endliche, 
aus lauter elliptischen Substitutionen zusammengesetzte sein muss, dass 
also tj eine algebraische Function von z^ und folglich, da die Gruppe 
discontinuirlich und demnach z eindeutig in r^ ist, z eine rationale 
Function von rj darstellen muss. 

Da jede der Zahlen g^, g^^ g^ grösser wie Eins ist, ergeben sich, 
von Permutationen abgesehen, für diese Zahlen gemäss der Un- 
gleichung (ß) nur die folgenden Möglichkeiten: 



Dieselben stellen alle Fälle dar, in denen für eine Gauss 'sehe Differen- 
tialgleichung die unabhängige Variable z eine rationale Function des 
Integralquotienten ist. Der bereits früher aufgetretene Fall der Dreiecks- 
function 
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9i — ^- 
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(vergl. Nr. 277, S. 73), ordnet sich nach Vertauschung von d^ mit d^ 
in den Fall I ein. Wir stellen uns. die Aufgabe, in allen vier 
ani^egebenen Fällen die rationale Function von rj wirklich 
aufzufinden und die Integration der entsprechenden Gauss- 
schen Differentialgleichung, beziehungsweise der entsprechen- 
den Differentialgleichung (2) der Nr. 268, S. 32 



(1) 



dz' 



-i\' 



**-! 



s 



+ 



'i 



— 1 



2 



2 



(1 - «)= 



+ 



*i +v-*» 



«(1 - *) 



-1 



w 



durch explicite Formeln zu vollziehen. 

Wir nehmen den Integralquotienten rj so, dass der Mittelpunkt rj^ 
des imaginären Orthogonalkreises in den Nullpunkt fällt, und dass 
das Quadrat c des imaginären Radius von den Werth — 1 erhält. 
Die Gleichung von lautet dann 

vv = — ^, 

und die Verschiebungen der Fläche, deren Linienelement durch 

2\dn 






Tjij + 1 
dargestellt wird, sind nach dem Satze 3 der Nr. 282 (S. 93) von der Form 

(2) V'-Äv, 
woselbst 

(3) \K\ = 1, Af^ = Aft = — 1 

ist. Wenn 

gesetzt wird, so besteht nach Nr. 284 (S. 98) zwischen 2h i u^d den 
geodätischen Polarcoordinaten r, 9 auf der Fläche vom constanten 
Krümmungsmaasse 

die Beziehung (vergl. a. a. 0. Glgn. (9), (12)) 

ip = Q cos 9 , g = p sin op , 

Wir können jetzt die Fläche vom constanten Krümmungsmaasse 1 
speciell als eine Kugel S vom Radius 1 wählen, dann sind also auf 
dieser Kugel die Grössen r, 9 nichts anderes, wie die Polhöhe und 
die geographische Länge, und wenn wir demgemäss durch die Formeln 

5^ = sin r cos 9 , 

5j = sinr siny, 

S3 = cos r 



'I 



, i 

'[■■ 

i 
l 



•f 



• 



i 
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die rechtwinkeligen Goordinaten eines Punktes dieser Kugel darstellen, 
so erscheint dieselbe durch Vermittelung der Gleichungen 

auf die ly-Ebene durch stereographische Projection abgebildet. 
Sei Äi] eine Verschiebung, und möge der eine Doppelpunkt 

'^ = tg Y • ^ 
sein, so hat der andere Doppelpunkt den Werth 

d. h. die beiden Doppelpunkte entsprechen den beiden Endpunkten 
eines Durchmessers auf der Kugel S. Die Verschiebung selbst ist 
nichts anderes, wie eine Drehung der Kugel S um diesen Durchmesser 
als Axe, und zwar eine Drehung um den Winkel 

ArgZ^. 



291. Abbildung auf die Kugel. Zusammenhang mit den regulären 

Körpern. 

Denken wir uns die der projectiven Gruppe -ö* entsprechende 
Theilung der rj-'EheJiey insbesondere den Fundamentalbereich i^^, auf 
die Kugel S übertragen, so entspricht dem F^ ein von geodätischen 
Linien, d. h. also von grössten Kreisen gebildetes Viereck, welches 
durch die Diagonale in zwei Dreiecke zerlegt wird, die jetzt in Bezug 
auf den diese Diagonale bildenden grössten Kreis im gewöhnlichen 
Sinne des Wortes symmetrisch sind. Wir bezeichnen die Ecken 
j und Seiten dieser sphärischen Dreiecke durch dieselben Buchstaben, 

i wie die ihnen entsprechenden Punkte und Kreise der ij- Ebene und 

denken uns auch, wie in der i;- Ebene, das der unteren je; -Halbebene 
entsprechende Dreieck (das Ausgangsdreieck) schraffirt. Die den übrigen 
Bereichen der i^- Ebene entsprechenden Bereiche auf der Kugel sind 
dann mit dem dem Fundamentalbereiche F^ entsprechenden sphärischen 
Vierecke im gewöhnlichen Sinne congruent und bestehen auch wie dieses 
aus je zwei symmetrischen sphärischen Dreiecken, die wir uns ebenfalls 
abwechselnd schraffirt und unschraffirt denken wollen. 

Die Kugel S erscheint auf diese Weise mit einem Netze theils 
schraffirter, theils unschraffirter Dreiecke überzogen, von denen je zwei 
längs einer Seite benachbarte in Bezug auf den diese Seite bildenden 
grössten Kreis symmetrisch sind. Diese Dreiecke erfüllen die Oberfläche 



■\ 



^ 



291. Abbildung auf die Kugel. 



121 



der Kugel voUstöndig und lückenlos und lagern sich schlicht neben 
einander. Die Winkel eines solchen sphärischen Dreiecks werden durch 
die Zahlen 



n 



gegeben ; die sammtlichen Dreiecke haben demnach gleichen Flächen- 
inhalt, nämUch 



n 



it 



n 



Dividiren wir also die Oberfläche 4jr der gesammten Kugel durch 
diesen Flächeninhalt Jy so erhalten wir die Anzahl der Dreiecke unserer 
Theilung^ d. h. die doppelte Anzahl der aus F^ durch die Substitutionen 
der Gruppe -9" hervorgehenden Bereiche, also die doppelte Anzahl der 
Substitutionen von %". 

Wenn wir die Anzahl der Substitutionen von -Ö- durch v bezeichnen, 
so ist demnach 

4tn 4 



2i; = 



3t • fC i TT 

9i ^ 92 9z 



i. + i + i_i 

9i ^ 9t 9z 



wir finden also in den vier möglichen FäUen 

I. v = 2», 

n. 
m. 

IV. 



v = 12, 
i/ = 24, 
i/ = 60. 



Die Zahl v giebt allemal zugleich die Anzahl der Zweige 
der algebraischen Function 17 von z an. 

Von der geometrischen Gestalt der auf der Kugel entstehenden 
Dreieckstheilung können wir uns nun leicht eine klare Vorstellung 
bilden. 

Im Falle I stehen die Seiten (A^, AJ und (A^, Aj) des Ausgangs- 
dreieeks auf der Seite (A^, A^) senkrecht und schneiden sich im Punkte X^ 

unter dem Winkel 



n 



der Punkt A^ ist also der Pol des die Seite 



(Aj, Aj) bildenden grössten Kreises, den wir als den Aequator der 
Kugel auffassen wollen, Durch symmetrische Abbildung in Bezug auf 
den Aequator entsteht dann das Dreieck (A^ , A^ , A3'), welches mit dem 
Aasgangsdreiecke zusammen den Fandamentalbereich F^ bildet. Die 
Ecke A3' liegt der Ecke A3 diametral gegenüber und ist folglich der 
zweite Pol des Aequatorkreises. Wir erhalten also die Kugeltheilung 
in diesem Falle, wenn wir von A^ ausgehend den Aequator in 2w gleiche 
Theile theilen und die Theüpunkte mit den beiden Polen A^, A3' durch 
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grösste Kreise yerbinden. Die Ecken dieser Theilung sind nichtig 
anderes wie die Eckpunkte einer der Kugel eingeschriebenen Doppel- 
pyramide. 

Denken wir uns mit Herrn Klein in^der Aequatorebene ein dem 
Aequatorkreise eingeschriebenes regelmässiges n-Eck^ dessen eine Sckf 
in X^ liegt^ doppelt genommen und diese Doppelfläche als die Begren- 
zung eines Körpers (vom Bauminhalte NuU)^ des sogenannten Dieders^ 
aufgefasst^ so können wir kurz sagen: Die Ebenen der die Seiten unserer 
KugeltheUung bildenden grössten Kreise sind die Symmetrieebenen 
dieses Dieders^ und die Substitutionen der Gruppe d' sind nichts 
anderes als Drehungen der Kugel, bei welchen die durch die Dieder- 
ecken gebildete Punktgruppe in sich selbst übergeht. Bei denselben 
Drehungen bleibt dann auch die Polarfigur des Dieders, d. h. die 
Gruppe der beiden Punkte A3, A3' und ebenso die Gruppe der mit A^ 
correspondirenden Punkte, die als Centralprojectionen der Kanten- 
halbirungspunkte des Dieders vom Kugelmittelpunkte aus auf die 
Kugel aufgefasst werden können, ungeändert. 

Im Falle II bilden die — == 4 mit Ag correspondirenden Eckpunkte 

der Dreieckstheilung die Eckpunkte eines der Kugel eingeschriebenen 
regelmässigen Tetraeders, die — = 4 mit A3 correspondirenden Eck- 
punkte die Ecken des Polar- oder Gegentetraeders, die — = 6 

mit Aj correspondirenden Eckpunkte die Centralprojectionen der Kanten- 
halbirungspunkte beider Tetraeder auf die Kugel. Die Ebenen der 
die Seiten der Dreieckstheilung bildenden grössten Kreise sind die 
Symmetrieebenen der beiden Tetraeder, und den Substitutionen der 
Gruppe d" entsprechen diejenigen Drehungen der Kugel, bei denen die 
beiden Eckenquadrupel der beiden Tetraeder und die Gruppe der sechs 
Projectionen der Kantenhalbirungspunkte in sich selbst übergehen. 

Im Falle III bilden die - - = 6 mit Ag correspondirenden Ecken 

der Dreieckstheilung die Eckpunkte eines regelmässigen Oktaeders, 
die — = 8 mit A^ correspondirenden Ecken die Eckpunkte seiner Polar- 
figur, d. i. eines Hexaeders, die — = 12 mit A^ correspondirenden 

die Centralprojectionen der Kantenhalbirungspunkte des Oktaeders 
auf die Kugel. Die Ebenen der die Dreiecksseiten bildenden grössten 
Kreise sind die Symmetrieebenen des Oktaeders, und den Substitutionen 
der Ginappe ^ entsprechen diejenigen Drehungen der Kugel, die die 
Oktaederecken, die Hexaederecken und die Projectionen der Kanten- 
halbirungspunkte in sich selbst überführen. 
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Im Falle IV endlich bilden die — =12 mit Aj correspondirenden 

•'S 

!Ecken der Dreieckstheilung die Ecken eines regelmässigen Ikosaeders, 
die 



92 



20 mit Ag correspondirenden Eckpunkte die Ecken seiner Polar- 



figur, d. i. eines regelmässigen Dodekaeders^ die - = 30 mit X^ 

correspondirenden Eckpunkte die Gentralprojectionen der Eanten- 
halbirungspunkte des Ikosaeders auf die Kugel. Die Ebenen der 
die Seiten der Dreieckstheilung bildenden grössten Kreise sind die 
Symmetrieebenen des Ikosaeders, und die den Substitutionen der 
Gruppe %" entsprechenden Kugeldrehungen sind genau diejenigen, bei 
denen die Ikosaederecken, die Dodekaederecken und die Gruppe der 
Projectionen der Kantenhalbirungspunkte in sich selbst übergeführt 
werden. 

Entsprechend dieser von den Herren Schwarz und Klein ge- 
gebenen Deutung der den vier Fällen der Dreiecksfunctionen dritter 
Art mit eindeutiger Umkehrungsfunction entsprechenden Kugeltheilungen 
charakterisirt man diese Fälle wohl auch kurz als die des Dieders, 
Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders und nennt die zugehörige 
Gruppe -0- die Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder- beziehungsweise Ikosaeder- 
Gruppe. 



202. AnalsrtiBche Disoussion der Dreieoksfunotionen dritter Art. 
Homogene Formen der Elemente eines Fundamentalsystems. 

Wir wenden uns nun zur analytischen Untersuchung der eben 
geometrisch charakterisirten Dreiecksfunctionen. 

Da ij eine v- deutige algebraische Function von z ist, so wird, 
wenn wir uns die rationale Function z von ri in der Form 



(5) 



2 — 9^^^ 

hin) 



dargestellt denken, wo </(^), Ä(i?) ganze rationale Functionen ohne ge- 
meinsamen Theiler sind, der Grad dieser ganzen Functionen gleich 
V sein. 

Die einzigen Verzweigungspunkte der algebraischen Function rj 
von z sind die singulären Stellen 

^ = 0, 1, oc 

der Differentialgleichung (1); in der Umgebung derselben ist ri be- 
ziehungsweise nach ganzen Potenzen von 

1 j_ .L 

ffZ 



/\ (.-!)-, (1) 



4 XIV. Theorie der Dreieckafunclioneu, Kapitel it. 

twickelbar. Bezeicluien wir durch 

^, = 1, A^, Ä^, ■■■Ä^ 
! sämmtlichen Substitutionen der Gruppe '0-, so gehören zu einem 
i^ären «-Werthe die v Yon einander Terschiedenen Werthe 

1), -4jij, Agt] , ■ ■ ■ Ä^_ri 
a 1); dagegen fallen von diesen v Werthen für « = je g^, fiir »^1 
g^ und fUr g = ex je g^ zusammen, 
^un ist aber 

ftlr .e = 0, g(r}) = 0, 
für 2=1, j,(^)-A(^) = 0, 
für g = cxi, A(ij) =0, 
muss folglich 

1 sW-KWl", sM-m-KU)]", *(i)-K(i)]'" 

n, wo f^irf), f^iv), fsiv) gaiize rationale Functionen von ij sind, die 
iter einfache lineare Factoren enthalten. Zwischen diesen drei gtuizeii 
inctionen besteht die Beziehung 

1 VM"-lfM]"-lf>m"-o- 

zeichnen wir mit g^, g^, ff^ die Grade der ganzen Functionen 
f„ f„ «> irt 

r haben also in unseren vier Fällen filr diese drei Zahlen die Werthe: 

I. e, = n, e, = n, 9s = 2, 

II. pj = 6, Pj = 4, Pg = 4, 

lU. ?, = 12, P3 = 8, Ps = 6, 

IV. p, = 30, ()g==20, p, = 12. 

i für ü = (1 , 1 , oo der Ausgangszvreig t] die Werthe A^ , i^ , A, an 

nmt, ist 

K '1)1" -«./J'' -'■'-■'.). [r,m''-'.n(i-A^.), 

[/•.('!)1"-Si7(''-^.».)' 

I die Cj, Cj, Cj Constanten bedeiiten. 

In der Umgebung von g ^ ist ij — A, in der Form 
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dargestellt; dnrcli Umkehrung dieser Entwickelung ergiebt sich 

1 

und hieraus folgt 

(8) ^ = ß^g^ iv - AJ'!~'+ ßjß, + 1) iv - A,f + • • • . 



Analog ist in der Umgebung von rj = X^ 

0>) 



^ = n^s iv — ^^y '+ y,(ßs + 1) (^ - ^2)''+ 



8 



und in der Umgebung von tj = k^ 

(10) -^^ = s^g^iv - A,r~'+ ^,(9, + 1) (»J - Kf +■■■■ 

Aehnliche Entwickelungen gelten in der Umgebung der mit A^ , Ag , A 
correspondirenden iy -Werthe. 

Hieraus schliessen wir, dass die ganze Function (2v — 1)^°" Grades 

Hv)ffXv) — f^Xv)9{v) 

für die mit A^ correspondirenden Punkte, d. h. fiir die Wurzeln der 
Gleichung 

von der Ordnung g^ — 1 , für die mit A^ correspondirenden Punkte, 
d. h. för die Wurzeln der GHleichung 

von der Ordnung g^ — 1 , für die mit A3 correspondirenden Punkte, 
d. h. für die Wurzeln der Gleichung 

/;('?) =0, 

von der Ordnung g^ — 1 verschwinden muss. Bei geeigneter Wahl der 
Constanten c^, c^, c^ ist demnach 

(11) hin)g'iv)-9{v) h'iv) = [fMf~'{f,m'"~\fM']"~'' 

Für die folgenden Untersuchungen ist es zweckmässig, die hier 
auftretenden ganzen rationalen Functionen von r^ durch Multiplication 
mit geeigneten Factoren in homogene Functionen von zwei Grössen 
umzuwandeln. Zu dem Ende führen wir die beiden Lösungen 

dri' "^2 

der Differentialgleichung (1) ein, als deren Quotient 



(\2) 



^1 = 



1 /dz 1 /lis 



w 



= ^ 



unser Integralquotient r^ erscheint. 
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Setzen wir dann 
3) «>,' 9(<i) - G(«., , w,) , „.,■), (,) - ff(«., , «,,) , 

, , ."/■,(!) -i'.K,«',), "■,"/;(l)--F,K, »,), 
.4) I 



</',{i)--f;("-„«'.), 

I ergeben sich aus den Gleichungen (l>) und (7| 

Die Discussion der Gleichung (16), die eine identische Beziehung 
tischen drei binären Formen der w,, w^ darstellt, reicht, wie 
alph^n gezeigt hat, zur vollständigen Bestimmung der möglichen 
estalten dieser Formen aus. Wir wollen aber zur Herstellung der 
,, JPj, F^ den Weg einschlagen, den Herr Fuchs ursprünglich bei 
lalogen Fragen TOn grosserer Allgemeinheit angegeben hat und der 
i mannigfachen Eigenschaften dieser Formen fOhren wird. 

293. BeduoirteB Werthesystem einea Integrals. Begriff der 
Frimformen. 

Sei u ein beliebiger regulärer Werth von x, und betrachten wir 
e Form 

.7) G(w^ , w^) — Mif(w, , w,) = F{u,^ , «.,) , 

I lässt sich dieselbe in der Gestalt 

P{^i, "'s) =- w/IXji) — «A(i?)] 
:hreiben. Die Wurzeln der Gleichung 

gin) - uh{ri) - 
nd offenbar nichts anderes, wie die >j -Werthe, die dem Werthe ? = ti 
itsprechen, d. h. also die Ausdrücke 

7i{u), A^ri(u), A^yi(u), ■ ■ - A^niu). 
Fit haben folglich 

o c eine Constante bedeutet. 



293. ReducirteR Werthesyst«!!) 



d^n + c, 



so verwandelt der Umlauf von e, durch welchen t} in 
die Integrale w, , ui^ in 

ö.. "•', = ± ("x *f 1 + K ^i) ' 

Wir erhalten demnach 

F{w, , iv,) = , " YJ[v{»)(-<f,^'\+K'"'i) 



Nun ist aber 



(cj tf) { c] -aj' 



und da die GeBammtbeit der Substitutioaeu A^ ' mit < 
der Substitutionen A^ identisch ist, so können wir an» 

-ft«'., ^,) — , ' — J7[K"',+fc,«,)i)(»)^- 

Da « ein willkürlicher fester Werth von e sein » 
wir auch i](u) als eine willkürliche Gonstante, also a 
der Integrale w^ , w, im Punkte u 

"'t(") = i's» «"»{«) = — y, 

als willkürliche Constanten ansehen. Setzen wir ferne 



HO ist auch C eine Constante, und wir erhalten 
118) f {«.„ »,) - c/7[,,(».»', + i,»,) + ,,(».,«, 
Der Ausdruck 

ist nichts anderes wie das allgemeine Integral der Diderenf 
die Gesammtheit aller Zweige von w, die durch alle mö 
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der anabhängigea Yariabeln e zum Vorschein kommen kömien, ist ir. 
der Formel 

+ [l-lK«, + K",) + !■!(«, ", + ''.«'!)1 

enthalten. Für unbestimmtes u kann es sich nicht ereignen, dass dei 
Quotient 

n (","-! + K^i )+ r^t''-"'! + '^-■*'») 

einen von z unabhängigen Werth erhält, da sonst zwei lineare Factoren 
der ganzen Function 

identisch sein mUssten, was wegen der Irreductibilität der Gleichung 

nicht möglich ist. 

Dagegen ist für m = 

i'(«.,,«.,)-F," (»,,«,), 
d. h. wenn wir 

M;j(0) = a,, W5(0)= a, 

setzen, so erhalteu wir in 

ein Integral von (1), welches so beschaffen ist, dasa von den v Zweigen 

je 9, sich nur durch einen constanteu Factor unterscheiden. 
Setzen wir analog 

,p,(l) = b^, «;j(l} = — 6,, 
ifj {no) = Cj , u-^{(x>) ^ ^ f, , 
so hat das Int^ral 

nur p. Zweige, die nicht durch Multiplication mit constanten Factoren 
aus einander hervorgehen, und das Integral 

nur ßj Zweige von dieser Beschaffenheit. 

Wir bezeichnen mit Herrn Fuchs ein System von Zweigen eines 
Integrals w, in welchem keine zwei Zweige enthalten sind, die einen 
von s unabhängigen Quotienten haben, als ein reducirtes Wertbe 
System dieses Integrals. Die eben angestellten Betrachtungen liefern 
dann den Satz: 

Für unbestimmte j-j, y, besteht ein reducirtes Werihe- 
system des Integrals 
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n^i + n^a 1 

aus V Zweigen^ und es giebt (abgesehen von constanten 
Factoren) nur drei Integrale, deren reducirte Werthesysteme 
weniger wie v Zweige enthalten. Es sind dies nämlich die 
Integrale 

^i; ^2? »8? 

deren reducirte Werthesysteme beziehungsweise aus q^, q^, q^ 
Zweigen bestehen. 

Bezeichnen wir durch 

tu , tp , • • • tt) 

ein reducirtes Werthesystem des Integrals 

to = y^w^ + y^w^, 

so ist das Product 

const. 10^'^ tt)^'^ . . . tt)^) = f5(t(;^, w^) 

eine homogene ganze Function fi-ten Grades von w^^to^. Diese Form ^ 
hat die Eigenschaft, dass sie sich nur mit einem constanten Factor 
multiplicirt, wenn g irgend welche geschlossene Wege beschreibt. Die 
logarithmische Ableitung von g ist demnach eine eindeutige Function, 
und zvrar, da die Differentialgleichung (1) zur Fuchs'schen Classe ge- 
hört, eine rationale Function von a. Da aber ^ eine algebraische 
Function von sein muss, so schliessen wir: 

Die Form % ist gleich der Wurzel aus einer rationalen 
Function von g. 

Nun ist F{w^y w^ das Product der Elemente eines reducirten 
Werthesystems des allgemeinen Integrals Wy die Formen 

sind beziehungsweise die Producte der Elemente je eines reducirten 
Werthesystems der Integrale XO^, tD^,, tt)^; wir können also sagen: 
Die Formen 

(19) F(i€^ , w;) , F^{w^ , w;) , F^(w^ , w,) , F^{w^ , w^) 

sind Wurzeln aus rationalen Functionen von 0. 

Eine Form 5(^1? ^g)» ^1® gleich dem Producte der Elemente eines 
reducirten Werthesystems eines Integrals der Differentialgleichung (1) ist, 
nennen wir nach Herrn Fuchs eine Primform. Abgesehen von einem 
constanten Factor stellen uns die Formen (19) alle möglichen Prim- 
formen dar, und zwar enthält die Primform i/-ten Grades F{w^y w^) 
noch den willkürlichen Parameter u, während die Primformen niedrigeren 
als i/-ten Grades JP^, F^y F^ vollkommen bestimmt sind. 

Scbl«iinger, DifferentUlgleichnngen. II, 8. 9 
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294. Invariante Formen. Neue Definition der Frimformen. 

B&tme von Fuchs. 

Betrachten wir allgememer eine homogene ganze Function Ton 
w^, w^y die gleich der Wurzel aus einer rationalen Function von e ist^ 
so nennen wir eine solche Function (vergL Nr. 195, Bd. ü, 1, S. 250), 
eine invariante Form der w^j w^. Sei 

(20) M(w^ , Wg) = w^^m(fi) = B(0) 

eine so beschaffene Form vom Grade r, also m(ri) eine ganze Function 
r-ten Orades von rj, R(j8) die Wurzel aus einer rationalen Function 
von 0, Da w(ij) für keinen endlichen Werth von ij unendlich wird, 
kann R(z) nur so unendlich werden, wie w^. Nun ist aber bei ge- 
eigneter Wahl von iy das Integral w^ für jeden regulären Werth von 2 
endlich und von Null verschieden. Da femer 



tC-Ö' t(' + .t) 



für X == 1, 2 die Wurzeln der zu « = und e = 1 gehörigen deter- 
minirenden Fundamentalgleichungen, 



-H'+i> -H^-k) 



die Wurzeln der zu j? «= oo gehörigen determinirenden Fundamental- 
gleichung sind, so verschwindet w^ 

fQr = vo 



und wird 



von der Ordnung (— ~ j , 

.= 1 von der Ordnung (A - i- 1) 

für = cx) von der Ordnung ( -- + y — ) 



für j? = 



unendlich gross. Wenn wir also, wie üblich, die Unendlichkeitsstelle 
jgr =: oo als Nullstelle von negativer Ordnung auffassen, so ist die Ge- 
sammtzahl der Nullstellen erster Ordnung von w^ gleich 

_i 

2 ~~ 



(21) 



2 2 pi ■+" 2 2 g^ 2 2 g^~ 



Die Function R{z) hat demnach die Gestalt 



(22) 



R{z) 



— -— ff * 



Ur-^\ 



H 



i-L^ 



'^>'(,_i)M '^)r{.), 



WO r die Wurzel aus einer ganzen Function von z bedeutet, deren 
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Dimension in gleich — sein muss^ damit R(z) für jer = c» von der- 
selben Ordnung unendlicli werde, wie w^. Setzen wir 



(23) 
wo die 

(24) 



^1} ^ä; 



0^ sammtlich von einander verschieden und die 



II j^ positive rationale Zahlen sind^ so ist also 

X 

»»1 



Sei y^ derjenige innerhalb des Fundamentalbereiches F^ gelegene 
1^-Werth, für welchen z den Werth c^ annimmt, dann wird die Function 

für y^ und die aus y^ durch die Substitutionen der Gruppe d' hervor- 
gehenden Werthe 

verschwinden, und zwar weiin c^ ein regulärer Punkt ist, von der Ord- 
nung fi^, wenn <?^ = ist, von der Ordnung ^^j'i, und wenn c^= ^ 
ist, von der Ordnung fi^g^- Da aber ni(fjD eine ganze rationale Func- 
tion von ri sein sollte, so folgt hieraus: 

Für einen regulären Werth c^ ist fi^ eine ganze Zahl, für 
c^ == beziehungsweise c^ = 1 ist ft^ ein ganzzahliges Viel- 
faches von 

— beziehungsweise — • 

Wenn umgekehrt diese Bedingungen für die Exponenten (i^ eines 
Ausdruckes von der Form (23) erfüllt sind, so ist das Product 

w-'-R(e), 

WO R(z) durch die Gleichung (22) und r als ganze Zahl durch die 
Gleichung (24) bestimmt ist, eine in der Umgebung jeder Stelle rj 
eindeutige, also unverzweigte Function von 17; dieses Product ist 
folglich eine ganze Function von rj, und der Ausdruck i2(^) stellt dem- 
nach eine invariante Form von w^, w^ vom Grade r dar. 

Hierdurch ist die allgemeine Gestalt einer invarianten 
Form als Function von z vollkommen bestimmt. 

Wenn eine invariante Form nur an einer Stelle des Fundamental- 
bereiches Fq von der ersten Ordnung verschwindet, so ist dieselbe 
offenbar eine Primform. Wir können also für die Primformen auch 

die folgende Definition aufstellen: 

9* 
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Eine invariante Form M{w^, w^ ist eine Primform, ^renn 
das zu derselben gehörige m{7J) nur an einer Stelle des Fnn- 
damentalbereiches und an den sämmtlichen correspondiren- 
den Stellen yon der ersten Ordnung yerschwindet. 

Eine Primform ist denmach durch Angabe ihrer Nullstelle inner- 
halb des Fundamentalbereiches jP^^ abgesehen von einem constanten 
Factor, vollkommen bestimmt. Wenn diese NuUstelle iy = y keine 
Ecke von jP^ ist, so ist die betreffende Primform 

wo u den zu 1^ = y gehörigen Werth von e bedeutet; sie ist also vom 
i/-ten Grade und hat als Function von g die Gestalt: 

(25) F^(u,,,w,)^ig-u)0^' '*''x/(^_l)A» '"). 

Die für rj = k^ verschwindende Primform F^ ist vom Grade q^ und hat 
die Gestalt: 

(26) ^1^,«?,) = ^ ^ ^(^—1) f 
ebenso lautet die für ri = X^ verschwindende Primform 

(27) i^>,, .,)^(.-l)-"'^'(^^"^-)/'(^"^^), 
und die für i^ = A^ verschwindende Primform ist 

(28) F,i.„u,,)^M^~^-\.-l)'^^~^-\ 

Aus dieser Darstellung ergiebt sich der Satz: 

Jede invariante Form ist als ein Product von Primformen 
darstellbar. 

Dieser Satz ist aber auch eine unmittelbare Folge aus der Defini- 
tion einer invarianten Form. Wenn nämlich die invariante Form 
M(w^, w^ einen linearen Factor 

n^i + yi^i 
enthält, so muss sie, da sie sich als Wurzel aus einer rationalen 
Function bei jedem Umlaufe von nur mit einer Constanten multi- 
pliciren kann, die sämmtlichen Elemente eines reducirten Werthe- 
systems des Integrals y^ w^ + ^2 ^2 ebenfalls als Factoren enthalten. 
Da ferner auch alle Elemente eines reducirten Werthesjstems eines 
Integrals in M zur selben Potenz erhoben auftreten müssen, so folgt 
hieraus in der That, dass M nur ein Product von Primformen sein kann. 
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Aus diesem yon Herrn Fuchs herrührenden Satze ergeben sich 
die folgenden Gonsequenzen. 

1) Wenn eine invariante Form von niedrigerem als dem 
iz-ten Qrade ist^ so kann ihr Grad nicht kleiner sein als die 
kleinste der Zahlen q^, if^y q^, d. h. nicht kleiner als p,. Ist 
derselbe gleich g^, so ist die invariante Form die Primform 

2) Ergiebt sich für eine invariante Form^ dass ihr Grad 
kleiner ist wie q^^ so verschwindet diese Form identisch. 

Wenn eine Form M(w^f w^) eine invariante Form ist, so gilt, 
wie Herr Fuchs bemerkt hat, das Gleiche für jede Govariante 
dieser Form. 

In der That multiplicirt sich M{w^y w^) als invariante Form 
niit einem constanten Factor, wenn wir auf w^, w^ eine Substitution 
der Transformationsgruppe der Differentialgleichung (1) anwenden. 
Eine Covariante von M(w^y w^) wird also (vergl. Nr. 191, Bd. U, 1, 
S. 228) bei Anwendung einer solchen Substitution auf die w^, w^ 
ebenfalls in sich selbst multiplicirt mit einer Constanten übergehen. 
Also ist die logarithmische Ableitung einer solchen Govariante nach z 
eine bei den Substitutionen der Transformationsgruppe unveränderliche 
rationale Differentialfunction von w^y w^ und demnach eine rationale 
Function von z. Da femer die Wurzeln der determinirenden Funda- 
mentalgleichungen von (1) rationale Zahlen sind, so ergiebt sich ohne 
Weiteres, dass die Govariante nur eine Potenz mit rationalem Expo- 
nenten von einer rationalen Function von e sein kann. 

Hieraus folgt mit Bücksicht auf 2) der Satz: 

3) Für die Primform niedrigsten Grades F^ muss jede 
Govariante, die von niedrigerem Grade ist wie die Form 
selbst, identisch verschwinden« 



295. Gtofitalt der Frixuformen. Oovarianten von Primformen. 

Hülfssats von Fuohs. 

Auf Grund der in der vorigen Nummer entwickelten Sätze können 
wir nun nach dem Vorgänge von Herrn Fuchs die Gestalt der Prim- 
formen JPj, F^y JPj wirklich angeben. 

Wir entwickeln zunächst einige einfache Beziehungen, die zwischen 
diesen drei Primformen und der Primform i/-ten Grades F bestehen. 



m) 



Setzt man die Werthe 



;er = 



9z ' 



z—\ = 



9% 



9z 






IJ 



1 
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in die Gleichung (28) ein und beachtet, dass 



^99 



FM.^^-^''fM-&) n(v) 



ist, so erhalt man mit Bücksicht auf die Gleichung (21) 
(30) 



dg 
di\ 



h'^-'f^ 



^8+1 



Andererseits folgen durch directe Differentiation der Gleichungen (29) 
und der Gleichung 



s 



— u = ll 



fM 



9Z 



die Gleichungen 



/»"(u) 



(31) 



fi^ '(ffifsfi-d^fif^') 



drj 



P8+1 






8 



dg Ufy—Hfyi% 



dt} 



u 



F8+1 



(« = 1,»,8). 



Berücksichtigt man die Homogenitatsgleichungen 

vF^itc^, «;,) = v</;(ij) = «,^ ^ + ,p, ^ , 
80 erhält man durch Vergleichong von (30) und (31) die Relationen 



^''''{f,,f,)^f:'-\ 



(32) 



V 

9t 9 9 



(J'„F,) = F/* \ 



'i (F„ f;) ^ F,''-' F."*-' 



y/ 1 8 

WO durch das Symbol (9, ii) die Functionaldeterminante 

^9 dtp 






der beiden Formen 9, ^ bezeichnet wurde. 

Im Falle des Dieders ist q^=s2^ in den drei anderen Falleii 

dagegen haben wir 

p, = 4, 6, 12>2. 



295. CoTarianten von Primfonnen. 



135 



Silden wir also die Hesse'sche GoTarianto 



•ff K , »^ = 









dioi dio^ dfo^ 



der Fonn F^j so ist diese vom Grade 2^, — 4, abo keine Gonstante, 
wenn wir jetzt den Fall des Dieders bei Seite lassen. 

Wenn die Hesse 'sehe Govariante einer binären Form identisch 
verschwindet, so ist die Form eine Potenz eines linearen Factors, also 
ist die Form H{w^y w^) nicht identisch NuU, sie ist folglich gleich 
der Wurzel aus einer rationalen Function von 0. Die Form H(w^, w^) 
ist aber auch eine Primform; denn wäre dies nicht der Fall, so müsste 
H(w^, M?,) das Product von mindestens zwei Primformen sein, von 
denen also die eine von niedrigerem als dem q^^ Grade sein müsste, 
was nicht möglich ist. Nun haben wir 

für das Tetraeder 2(^,-4 = 4, 

far das Oktaeder 2^^ — 4 = 8, 

fOr das Ikosaeder 2^^ — 4 «» 20, 

d. h. der Grad von S(w^, w^ stimmt mit q^ überein, also kann sich 
H von der Primform F^ nur durch einen constanten Factor unter- 
scheiden. 

Wir haben also mit Bücksicht auf die zweite der Gleichungen (32) 
den Satz: 

4) Für die Fälle des Tetraeders, Oktaeders und Ikosa- 
eders stimmt die Primform F^ mit der Hesse'schen Go- 
variante von F^ und die Primform F^ mit der Functional- 
determinante von F^ und dessen Hesse'scher Govariante, ab- 
gesehen von einem constanten Factor, überein. 

Betrachten wir nun ein Integral lo der Differentialgleichung (1), 
dessen reducirtes Werthesystem aus weniger wie v Gliedern besteht. Sei 



.(1) 



.(«) 



^^9) 



W' , to , • • • tt) 

dieses reducirte Werthesystem, dann ist die Anzahl q seiner Elemente 
offenbar ein Theiler von v\ wir setzen 



V 



Das Integral Xo genügt einer irreductiblen algebraischen Gleichung 
vom Grade 2v und mit in g rationalen Goefficienten; sei diese Gleichung 

(33) «(») = 0. 



■ 

! ■ ■: 






1] 



l 






i 
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Bedeutet dann 



2ä» 
"2y 



t| irgend eine primitive {2gy^ Einheitswnrzel; so ist nach einfachen alge- 

braischen Sätzen die Gesammtheit der Wurzehi der Gleichung (33) 
durch die Grossen 

(« « 1, 2, . . . ^) 

dargestellt. Herr Fuchs nennt demgemäss die Zahl 2g den Index 
des reducirten Werthesystems oder reducirten Wurzelsystems 

Hieraus folgt^ dass die symmetrischen Functionen der Grossen 

rationale Functionen von e sind-, die Gleichung (33) hat demnach die 
Gestalt 

(33a) 4>(tt) = (W*7 + 9.,(^)(»»7-^ + ... + <p^_,Wto"-f9^(0) = O, 

WO 9i(^), • • . 9? _i(^)? 9>g{^) rationale Functionen von bedeuten. 

Sei fö irgend ein Element des reducirten Werthesystems von to, 
dann giebt es wegen der Irreductibilität der Gleichui^ (33) und zufolge 
des Puiseux 'sehen Satzes einen Umlauf U von Zy durch welchen m in 
die Wurzel j rö übergeht. Zufolge unserer Voraussetzung q <Cv ist 
g> 1, also ist j nicht gleich + 1. Wir beweisen mm mit Herrn 
Fuchs^ dass es nothwendig auch ein Integral iö der Diffe- 
rentialgleichung (1) geben muss, welches durch den Umlauf U 
von z in j~ w verwandelt wird. 

Sei w ein willkürliches Integral der Differentialgleichung (1), und 
setzen wir 



so ist 

■VI' 

I also haben wir 



"'- "dt 



' §=^=r^ 






Nun ist XO eine algebraische Function von Zy ebenso ist auch % eine 
algebraische Function von 0; wenn aber das Integral einer algebraischen 
Function selbst algebraisch ist^ so muss nach einem bekannten Satze 
von Abel das Integral gleich einer rationalen Function des Int^randen 
und der Integrationsvariabein sein. Es ist folglich w eine rationale 
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Function von xo und z, die wir, da xo der Gleichung (2v)**° Grades (33) 
Genüge leistet, in der Form 

u; = Cq + c^fö -] 1- Cjy_ito'''~^ = 9>(ö) 

darstellen können, wo die c^, c^, - • - c^^_^ rationale Functionen von js 
bedeuten. 

Bei dem Umlaufe U von 0, der jö in jxö überffthrt, wird das 
Integral «; in 

q)(jXO) 

verwandelt. Da dieser Ausdruck selbst wieder ein Integral von (1) 
sein muss, ist derselbe in der Form 

9^0*0) = at5 + /J^ (tu) 

darstellbar, wo a, ß Constanten bedeuten. Das Fundamentalsystem 
tVy m erleidet also beim Undaufe U von die Substitution 



6 ß)' 



die zufolge der Form der Differentialgleichung (1) eine unimodulare 
sein muss. Wir haben also 

d. h. es ist 

vO'ro) = aro + j""V(®)- 

Diese Gleichung muss wegen der Irreductibilität der Gleichung (33) 
eine in iö identische sein; wir erhalten also die Gleichungen 



4C • — 1 



(x = 0, «, 3, •••2y— 1). 



Da j nicht gleich + 1 ist, so folgt hieraus zunächst 



^1 = 



J — J 



— 1> 



d. h. c^ ist eine Gonstante, und femer ergiebt sich, dass c für 
X = 0, 2, . . • 2t; — 1 nur dann von Null verschieden sein kann, wenn 

X = (— 1) (mod 2g) 

ist. Der Ausdruck (p(xS) hat demnach die Gestalt 

wo die Cjj, Cj, • • • c ^ rationale Functionen von e bedeuten. 
Da c^ eine Gonstante ist, so haben wir in 

ü = n"-% + Cj »»' + ... + c^_^ ©*<*-"') 

ein Integral der Differentialgleichung (1), und dieses verwandelt sich, 
wenn z den Umlauf U vollzieht, offenbar in j"~^iö. 
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296. Die Primformen Im Falle des Dieden. 

Es sei nan u?^ ein linearer Factor der Primform niedrigsten 
ides F^\ nehmeD wir ein redacirtes Werthesjstem dieses Integrals, 
enthält dasselbe q^ Elemente, die entsprechende Einheitswnrzel j ist 
(lieh 

j — e . 

U derjenige Umlauf von e^ der w^ in jw^ verwandelt, und be- 
ihnen wir durch tv^ dasjenige Integral, welches durch denselben 
ilaof U in j~'m', übergefllhrt wird. Dann kSanen wir nns die 
amtlichen Primformen F , F,, F^, F^ durch das Funda- 
ntalsystem w^, w^ dargestellt denken-, wir nehmen also der 
ifiachheit wegen an, ea sei dieses Fundamentalsystem dasjenige, 
!ches wir von vorneherein zu Grunde gelegt hatten. 

Betrachten wir nun zuvörderst den Fall des Dieders. 

Es ist, da V ^ 2» angenommen wurde: 
F^'^w^(aw^ + ßw^), 






a, ß, a^, h^ Constanten bedeuten. Durch den Umlauf U von ^ 
wandelt sich JP, in 

jw^(ajw^ + |3j~'tt'j), / — e' ; 

aber nach (28) 

F, = yi(7^^ 
so musB 

1, wo £ =1 + 1 ist. Wir haben demnach 

iV-j«, ß-,ß. 

tre £ ^= — 1 , 80 mfisste ß verschwinden; dann hätte F^ die Gestalt 
'' , dies ist aber, da F^ eine Primform sein soll, nicht mSglicb. 
10 muss e =■ 1 , und folglich, da j nicht + 1 sein kann, a = sein; 
h. wir haben 

JF,(w,, Wj) = ßw^w^. 






■-T 
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Die Primform F^ multiplicirt sich^ wenn z den Umlauf U voll- 
zieht; mit einem constanten Factor c; es ist also 












jc»0 



und hieraus ergeben sich die Gleichungen 
"Wenn \ von Null yerschieden ist, so muss 

ni 



sein^ es können also dann nur diejenigen h^ von Null verschiedene 
Werthe haben, für welche 

l^x (modn) 

ist. Da F^ als Primform keinen mehrfachen Factor enthalten kann, 
mass h^ von Null yerschieden sein, wir haben also 



und ebenso ergiebt sich 






Nun ist aber nach der zweiten Gleichung des Systems' (32) (S. 134) 



wir haben demnach 



1 dw^ dto^ dw< dw^^ 



80 dass wir, wenn wir uns die Integrale «7^, w^ von vornherein mit 
geeigneten constanten Factoren multiplicirt denken, 



Jl 



Wj* — Wj* 



8 ' 



setzen können, wo c eine Gongtante bedeutet. Beachten wir noch, dass 
dann nach Gleichung (16) der Nr. 292 (S. 126) 

5^(V" + 2«;;<+ti;;")-i(u>.*"-2«+i(;;")-cV<=0 
sein muss, so finden wir 
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Bei geeigneter Wahl der constanten Factoren in den w^, w^ haben 
wir also 



(d) 






Die Gleichung^ welche 17 als Function yon z definirt^ ergiebt sich 
demnach in der Form 






Sn 



4 «," 



oder etwas anders geschrieben 

(D) i?- + 2i,-(l-2;er) + l = 0, 

und die aUgemeine Primform lautet 

In den drei übrigen Fällen setzen wir 



-^sK^ ^s) =2^«« V '^' 



8 ' 



x=0 



a =0. 



Durch den Umlauf U multiplicirt sich I^ mit einer Constanten c, es 
ist demnach 



«»-' 



?»-^ 



2 a/«-*''<«-X = c^' «.<»-"<• 
Wenn also a^^ von Null verschieden ist, so haben wir 

es können folglich nur diejenigen a^ von Null verschieden sein, f&r welche 

l^x (mod^j) 
ist. 



297. Die Frimformen in den FSIlen des Tetraeders and Oktaeders. 

Betrachten wir den Fall des Tetraeders. Dann ist q^ =» 4, 

g^ s= 3. Wäre a^ = 0, so würde F^ den Factor w^ enthalten, was 
nicht möglich ist, es sind also nur a, und a^ von Null verschieden, 



d. h. F^ hat die Gestalt 



^z = %^i+%^x^^ 
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oder bei geeigneter Wahl der constanten Factoren in w^, w^ 

Der Satz 4) der Nr. 295 (S. 135) liefert nun sofort för F^, F, die 
Ausdrücke 

F^ — c,(8 w^ — 20w^w^^ — «;/), 

und durch Berdcksichtigung der Relation (16) finden wir für die con- 
stanten Factoren c^, c^ die Werthe 



^2 "^'e*' ^1 ™^a "^64' 



(t) 



wir können folglich 

i F,(w^, u;,) = 4-(8«;>, - w;,\ 

nehmen. 

Die Gleichung fBr rj als Function yon lautet demgemass 

1 (8 -■ 20ti> - i?V 

16 (l+,,3)8 . 

oder 

(T) 165(i,' + 1)» - (i,' + 20V - 8)» -= 0, 

und die allgemeine Primform hat die Gestalt 

Durch Einführung anderer Integrale an die Stelle von w^, w^ 
komien wir den Formen F^y F^, F^ eine etwas andere Gestalt geben, 
wodurch dieselben mit den in der Inyariantentheorie der binären Formen 
üblichen Bezeichnungen in unmittelbaren Zusammenhang treten. 

Betrachten wir nämlich die biquadratische Form 

80 erkennen wir, dass für dieselbe die in der Nr. 276 (S. 70) mit g^ 
bezeichnete Invariante vom Grade 2 und vom Gewichte 4 verschwindet. 
Denken wir uns die Form F^ durch Einführung neuer Unbestimmter 
i;^ Vj^, die mit w^, w^ durch lineare homogene Beziehungen mit con- 
stanten Goefficienten verknüpft sind, auf die sogenannte canonische 
Form gebracht: 

* I 8 * I a^ 8. 8 I * 

W^ + ^1^2 = Vj -|- ÖWVj Vj + Vg ' 
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> ist fElr diese canonische Form offenbar 

S, - 1 + 3m', 
SO, da g^ verschwindet, 

^ir haben demnach 

F,(«>„ w,) -= «1* + 2 V^^ »i%j* + V = «(v,, «,)■ 
'ildea vir die Hesse'sche Govariante Ton <P 

'O der numerische Factor vor der Parenthese hinzugelegt warde, nm 
I{v^, vj direct als die sogenannte zweite Ueberschiebnnf; der 
'orm ober sich selbst erscheinen zu lassen (vergl. Nr.298, S. 146). 
9 ergiebt sich 

'emer finden wir die Functionaldeterminante von S und ^, die wir 
Is die erste Uebeischiebung dieser beiden Formen in der Clestalt 

chreiben, den Ausdruck 

^C",, »,) = 4v,t>,(i>,* — »,*). 

)ie beiden Covarianten H und T von mflssen dann bis auf con 
tante Factoren mit den beiden Primformen F^ und F^ Obereinstinmien. 
Die zwischen den Primformen F^, F^, I^ bestehende Relation (16) 
rgiebt sich als unmittelbare Folge der Cayley'schen Relation, die 
;wischen einer biquadratiachen Form 4>, deren beiden CoTarianten B, 
V und den beiden Invarianten g^, g^ besteht. Diese Relation lautet näm- 
ich allgemein 

2* + ffü*" — J7s**-ff + 4^* =. 0. 

)a für unsere Form ^ die Invariante g^ verschwindet und g^ den Wertb 

>e8itzt, so nimmt die Cayley'sche Relation die Form an 
34) r* + y}/=^*'' + 4fl' = 0. 



Tsp'^r^*^ 
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Bezeichnen wir den Quotienten der beiden Integrale v^, v^ durch 



V, 



so ergiebt sich aus der Gleichni^ 

e — 1 



F,» 



p^z 



die Beziehung zwischen e und ^ in der Form 



(T,) 



— 1 






aus welcher unmittelbar ersichtlich ist; dass die Gleichung zwölften 
Grades, die im Falle des Tetraeders den Integralquotienten 
als Function von definirt, algebraisch, d. h. durch Wurzel- 
ausziehungen aufgelöst werden kann. 

Wir wenden uns zum Falle des Oktaeders, wo ^^ = 6, g^=4: ist. 

Da in F^(w^y w^ der Goefficient a^ von Null verschieden sein 
muss, ist nur noch a^ von Null verschieden, d. h. F^ hat die Gestalt 

oder, wenn wir die constanten Factoren in «7^, w^ passend wählen, 

Bilden wir die Hesse 'sehe Co Variante dieser Form und dann die Func- 
tionaldeterminante zwischen dieser Covariante und der Form selbst, so 
erhalten wir nach dem Satze 4) der Nr. 295 (S. 135) die Primformen 
F^ und F^y abgesehen von constanten Factoren. Es ergiebt sich 

Die Relation (16) liefert für die Constanten c^, c^ die Bestimmung 

^1 ~^8 108' 

so dass also die Primformen in der Gestalt . 

1 



(0) 



F = , 

* ]/— 108 

F "— 

i 3 



y— 108 

angenommen werden können. 



(«;," - 33« - 33«.>,« + «;,"), 
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Die öleichang zwischen e nnd i; laotet 

108 ^*(^* _ „* 

der aach 

Die Form, welche im Falle des Oktaeders F^iw^, tr,) darstellt, ist 
bgesehen von einem constanten Factor nichts anderes, wie die Fonn 
'(«'l, U)j), die im Falle des Tetraeders für das Fundamentalsjrstem 
i, Oj die Pmnform F^ war. Nun ist T(w^, to^ eine CoTariante der 
iquadratischen Form 

nd da Covarianten yod CoTarianten einer Form selbst wieder Cova- 
anten der ursprÜDglichen Form sind, so folgt hieraus, dass auch die 
OTarianten 

er Form F^(u)^, w^), wie sie durch die Gleichungen (o) dargestellt 
erden, Covarianten von ^(w,, w^) sein müssen. 

Wir schliessen hieraus, dass, wenn wir y als den Integralquotienten 
iner Tetraederdifferentialgleichang mit der unabhängigen Vartabeln £, 
iiffassen, d. h. wenn wir 

1-'(\- T' T. 'i) 
itzen, so dasB also nach Oleichung (T,) 

J5) « - 1 - a-äV=8V + ^ *)' 

' (1 + ay^Tätj^ + ^y 

it, die durch die Gleichungen (o) definirten Formen F^, F^ invariant« 
ormen dieser Tetraederdifferentialgleichung sein müssen. Dieselben 
nd folglich als Producte der Primformen 

«, H, T 
u-stellbar. Nun ist F^(tCj, w^) vom 8™ Grade; da es eine Primform 
BS Oktaeders ist, kann es weder gleich <P* noch gleich H* sein, wir 
aben also nothwendig 

J6) Fj(w^, w,) = c-0(m',, ui^)H{w^, w^). 

erner ist nach Gleichong (34) (S. 142) 

17) T\w^,w^)= 16J;V,- Wj) * >^=3 *'(«-,, Wj) - 4ä'(«'., 7t',\ 

ir erhalten demnach mit Rficksicbt auf die Gleichungen 
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Ä— 1 = 






r,-i = (y=:3)' 



^ 
*» 



aus (36) und (37) die Gleichung 
(38) 



«1 — 1 



T¥0 c einen constanten Factor bedeutet. 

Die Gleichung (0) ist somit auf die Kette der beiden Gleichungen 
(38) und (35) zurückgeführt; wir erkennen hieraus^ dass auch 
die Gleichung vierundzwanzigsten Grades (0) durch Wurzel- 
zeichen auflösbar ist. 

Wir bemerken noch, dass die allgemeine Primform für den Fall 
des Oktaeders die Gestalt: 



F{w^, w^) = -^(w^ 



" — 33w^®w/ — ^Zw^w^ + w^ 



i«\ 



2 



besitzt. 



4 4/4 4\4 



298. Die Primformen im Falle des Ikosaedera. 

Im Falle des Ikosaeders, wo g^ =*12, ^^ = 5 ist, haben wir in 
der Primform F^(w^, w^) nothwendig ein von Null verschiedenes a^^, 

da a^2 verschwindet und F^ nicht den Factor w^ enthalten darf. Es 
sind also nur noch a^ und a^ von Null verschieden, d. h. F^ hat die 
Gestalt 

oder, wenn wir die constanten Factoren in den w^,w^ geeignet wählen, 

wo jetzt a eine noch zu bestinmiende Gonstante bedeutet. In diesem Falle 
reicht also der Satz von der Existenz zweier Integrale w^^ w^, die sich 

bei einem xmd demselben ündaufe beziehungsweise mit j und j~ mul- 
tipliciren, zur vollständigen Bestimmung der Primform F^ nicht hin. 
Wir bedienen uns zur Auffindung der Constanten a des Satzes 3) der 
Nr. 294 (S. 133). 

Hat man zwei binäre Formen 

n 



n — X X 



m 

x = l 
Sobl0singer, DifforentUlgleiohiingon. II, 8. 



m — X X 



10 
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so bezeichnet man bekanntlich den Ausdruck 






^yp 



+ x 



d^q> 



% 



dw^-^dw^^ dw^dn^^ 



d^ip 4-(— ly^y ^ 1 



X — 1 



2 



als die x-te XJeberschiebung der Form ^ über die Form ^- So 
ist also die. erste XJeberschiebung ((p, ^^^^ nichts anderes wie die mit 
dem Factor 



1 

nm 



multiplicirte Functionaldeterminante von 9 und ^; dieselbe ist offenbar 
eine simultane Covariante des Formensystems 

Allgemein ist auch die x-te Überschiebung 

eine simultane Covariante des Formensystems 9, ^ und zwar eine 
Govariante vom örade 

n — X -\- m — K = n -\- m — 2x 

in den Variabein w^^, w^. 

Bedeutet insbesondere Jl^(w^y w^ eine Covariante der Form q>{w^, t€^\ 
so ist jede XJeberschiebung von ^ über 9 selbst wieder eine Covariante 
von <p] wir erhalten also jedenfalls Covarianten von 9?, wenn wir die 
XJeberschiebungen dieser Form über sich selbst 

bilden. So ist z. B. die zweite XJeberschiebung der Form q> über sich 
selbst nichts anderes, wie die mit dem Factor 

1 

multiplicirte Hesse 'sehe Covariante. 

Die Form F^(w^j w^ ist vom Grade 12, ihre achte XJeberschiebung 
über sich selbst wäre demnach eine Covariante vom Grade 8. Diese 
muss folglich, da sie von niedrigerem Grade ist wie F^, zufolge des 
Satzes 3) identisch verschwinden. Berechnen wir 



(8) 



(F3, F,r = 



2(41)* (d^F. d^F 



j8 



S 



— 8 



d^F. 



j8 



a«F. 



so finden wir 



+ 
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es muss folglich a^ = 11* 

sein. Nehmen wir a = 11 (die Wahl a = — 11 würde einer Vertau- 
schung von w^ mit w^ entsprechen), so haben wir also für die Prim- 
form F^ die Gestalt 

Bilden wir für diese Form die Hesse 'sehe Covariante, sowie die Func- 
tionaldeterminante dieser Covariante und der Form selbst, so erhalten 
wir im Sinne des Satzes 4) die Primformen F^ und F^y abgesehen von 
Constanten Factoren. Die Beziehung (16) liefert dann, ähnlich wie in 
früheren Fällen, eine Bestimmung dieser Gonstanten, und wir finden auf 
diese Weise für das Ikosaeder das folgende Formensystem: 

iF^{w„ w,) = ^ [w,"" + < + 522(«; »«;/ - «;> «) 

- 10005(«;>/ + w,''w^) ) , 



10 



10> 



Die Gleichung zwischen z und ly ergiebt sich als 

■^^ ' «^""^-^ -^»g)-. 10006(7]^^ -\-r?^+ 1] 



^ 1 h^"+522(7j- 
1728 



9 



und die allgemeine Primform hat die Gestalt 

, 10 20m 8 5 5/ 10 , ii 6 5 10,5 

+ W;^ W?g )} — UW^ W^ (Wj + llW^ ^i — ^^2 ) ' 

Die Gleichung sechzigsten Grades (J), der rj als Function von jg genügt, 
unterscheidet sich dadurch wesentlich von den bei den früheren Fällen 
gefundenen Gleichungen, dass dieselbe durch Wurzelzeichen nicht auf- 
lösbar ist. Eine ausführliche Theorie dieser „Ikosaedergleichung'' 
hat Herr Klein in seinen „Vorlesungen über das Ikosaeder" ent- 
wickelt; wir begnügen uns damit, als wesentlichstes Resultat dieser 
Theorie hervorzuheben, dass die durch die Gleichung (J) definirte 
algebraische Irrationalität zur Auflösung der allgemeinen Gleichung 
fünften Grades ausreicht, und dass sich nach den Methoden, die von 
Herrn Hermite, Kronecker u. A. für die Lösung einer allgemeinen 
Gleichung fünften Grades durch Reihen, die der Theorie der ellipti- 
schen Functionen entstammen, ausgebildet worden sind, auch eine Dar- 
stellung der durch die Gleichung (J) definirten algebraischen Function i^ 

durch solche Reihen angeben lässt. 

10* 



Viertes Kapitel. 

. Der Klein'Kohe Sats. Der Bats von Fncha Aber die Orade 
der Fiimformen niedrigsteii Grades. 

Wir haben jetzt die am Schlüsse der Nr. 267 (S. 31) formulirte 
gäbe vollständig gelöst, indem wir uns eine TJebersicbt über alle 
^lieben f^lle Terscbaöt haben, in denen die unabhängige Variable 
ir Oauss'scheu Differentialgleichung eine eindeutige Function des 
sgralquotienten ist. Wir werden nun die gefundenen Ergebnisse 
li den verschiedenartigsten Richtungen hin zu veraUgemeinem suchen 
. beginnen mit einer Ueberlegung, die sich an die in den letzten 
nmem behandelten algebraisch integrirbaren Fälle der Gauss'schen 
^erentialgleichung anknüpfen lässt. 

In diesen fallen erwies sich z als eine rationale Function des 
igrolquotienten ij; wir fragen nun allgemein nach denjenigen 
earen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit ratio- 
en Coefficienten, deren unabhängige Variable eine ratio- 
e Function des Integralquotienten ist. 

Die Bedeutung dieser Frage erhellt aus dem in der Nr. 195 (Bd. 
L, S. 248) bewiesenen Satze von Herrn Fuchs. Gelingt es uns näm- 
, alle Differentialgleichungen zweiter Ordnung 

Eustellen, deren unabhängige Variable e eine rationale Function des 
igralquotienten ist, so gehen durch die Transformation 

y = kw, z —> tf){x), 
ip(x) eine rationale Function, A die Wurzel aus einer rationalen Func- 
L ist, alle algebraisch integrirbaren Differentialgleichungen 
siter Ordnung aus den Differentialgleichungen (1) hervor. 

In Bezug auf die Differentialgleichungen von der fSr (1) gefor- 
ten Beschaffenheit hat nun Herr Klein einen interessanten und 
htigen Satz aufgestellt, den wir zuirächst entwickeln wollen. 



299. Der Klein 'sehe Satz. 
Die singulären Punkte der Diflferentialgleichung (1) seien 
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«U %y 



Vi=^' 



dann folgt aus der Forderung^ dass e eine rationale Function des In- 
tegralquotienten ri sein soll, zunächst, dass die Differenz S der Wur- 
zeln der zu dem singulären Punkte a^ gehörigen determinirenden Fun- 
damentalgleichung gleich einer reciproken ganzen Zahl 



8 = — 
* 9^ 



(x=»l, 2, ..• ^ + 1) 



sein muss. Sei v die Anzahl der Substitutionen der projectiven Mono- 
dromiegruppe %'j die zu dem Integralquotienten 17 gehört, dann ist 
also die irreductible algebraische Gleichung, die 17 als Function von 
z definirt, vom v-ten Grade ; wir schreiben dieselbe gleich in der Form 

Ä W^ — 9{^) = 0, 

^^ 9(yi)i ^(v) ganze rationale Functionen v-ten Grades ohne gemein- 
samen Theiler bedeuten. Die Discriminantengleichung 

der die ij-Werthe, welche den Yerzweigungspunkten a^ entsprechen. 
Genüge leisten, ist vom Grade 2v — 2. In der Umgebung von a^ sind 
alle Zweige von r} nach ganzen Potenzen von 

entwickelbar, es fallen folglich für ^ = ä^ je g^ der v sonst verschie- 
denen i^-Werthe zusammen. Also sind in a genau 



g -fache Windungspunkte oder (g — l)-fach zu zählende Verzweigungs- 
punkte vereinigt. Wir haben demnach die Gleichung 

(3) 2f(//«-l) = 2i;-2. 



x"^!^" 



Da wir v grösser als Eins voraussetzen müssen, ist 

2>2{l-|)^l, 
aus (3) folgt denmach 



9±L 



x«l^* 

und hieraus ergiebt sich, dass q nur die Werthe 1 und 2 haben kann. 
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Für (> ^ 2 verwandelt sich die Gleichung (1) durch Einführung yon 

Is nener unabhängiger Variabela in eine Gauas'sche Differentialglei- 
bung; diese Annahme führt also auf die bereits diacutirten Fälle des 
)ieders, Tetraeders, Oktaeders und Ikosaeders, 
Für (1 = 1 ist 

dso, da keines der g^ grosser wie v sein kann, 



!>ie diesem Falle entsprechende Differentialgleichung lautet folglich, 
renn wir a^^^O nehmen: 
., d*w 1 «' - 1 1 

ind die Gleichung für i] als Function von e hat die einfache Form 

^o u, ß, y, S noch willkürliche Gonstanten sind, die der Ungleichung 

renügen. Wählen wir ij so, dass dieser Integralquotient für £ ^ 
rerschwindet, für js = oo unendlich gross wird und für js -= 1 den 
iVerth Eins erhält, so ist 

md die Integrale w^, «r^, deren Quotient ij ist, lauten 

Die projective Monodromiegruppe der DiSerentialgleichung (4) be- 
iteht aus den Potenzen der elliptischen Substitution 

Äi} = e' 1), 
ie ist also eine sogenannte cyklische Gruppe; wir wollen darum 
len Fall der Differentialgleichung (4) als den cykliscben bezeichnen. 
Nebst diesen cyklischen Fällen sind also die für die Gauss'sohe 
Differentialgleichung gefundenen Fälle die einzigen, in denen die unab 
längige Variable einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung als 
rationale Function des Integralquotienten erscheint. Wir haben also mit 



I 



299. Der Klein'Bche Satz. 151. 

Rücksieht auf den zu Anfang dieser Nummer erwähnten Satz des Herrn 
Fuchs (Nr. 195, Bd. II, 1, S. 248) den Klein'schen Satz: 

Jede algebraisch integrirbare lineare Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung geht durch Anwendung einer Trans- 
formation von der Form (2) entweder aus der Differential- 
gleichung (4) oder aus der Differentialgleichung des Dieders, 
Tetraeders, Oktaeders oder Ikosaeders hervor. 

Umgekehrt kann in (2) für q>(x) eine beliebige rationale 
Function, für A eine beliebige Wurzel aus einer beliebigen 
rationalen Function genommen werden; es wird dann stets y 
einer algebraisch integrirbaren, linearen Differentialglei- 
chung zweiter Ordnung mit in x rationalen Goefficienten 
Genüge leisten. 

SoU diese Differentialgleichung gleich die canonische Form haben, 
d. h. soll der Goefficient der ersten Ableitung verschwinden, so muss 
(vergl. Nr. 181, Bd. H, 1, S. 189) 

r 9 (x) 
genommen werden. D. h. wenn die Differentialgleichung 

(6) =pi^)y, 

WO p(x) eine rationale Function bedeutet, algebraisch integrirbar sein 
soll, so muss dieselbe durch die Transformation 



wo q){x) eine rationale Function darstellt, in eine Differentialgleichung (1) 
übergeführt werden können, die entweder die Form (4) hat oder mit 
einer Gauss 'sehen Differentialgleichung mit rational umkehrbarem 
Integralquotienten übereinstimmt. 

Betrachten wir eine invariante Form 

der aus (6) durch die Transformation (7) hervorgehenden Differential- 
gleichung (1), wo also r eine positive ganze Zahl, R{z) die Wurzel aus 
einer rationalen Function von z bedeutet, setzen wir femer 

so ist die Form 

r r 

(9) Jf(y„ y,) = (g) 'm(w^, w,) == y^min) = i^P B{,) = P{x), 
also auch gleich der Wurzel aus einer rationalen Function von x. 
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Wenn die Differentialgleichung (1) von der Form (4) ist, so haben 
wir nach (5) und (8) 

in diesem Falle besitzt also die Differentialgleichung (6) ein Funda- 
meutabTstem von Integralen, die selbst Wurzeln aus rationalen Func- 
tionen sind. D. h. mit anderen Worten, es ist eine Form ersten 
Grades, gebildet aus den Elementen eines beliebigen Fundamental- 
Systems von (6), gleich der Wurzel aus einer rationalen l'unction. 
Ist (1) nicht von der Form (4), so ist nach (9) die Form 

gleich der Wurzel aus einer ration^en Function von x, wir finden also 
mit Rficksicht auf die für die Gauss'ache Differentialgleichung er- 
langten B«sultate den folgenden von Herrn Fuchs herrOhrenden Satz: 

Wenn dieDifferentialgleichung(6)alg6braisch integrirbar 
ist, so ist entweder ein Integral selbst oder eine ans den Ele- 
menten eines Fnndamentalsystems gebildete Form vom Grade 

2, 4, fi, 12 
gleich der Wurzel aus einer rationalen Function von x. 

Die Bedeutung dieses Satzes liegt darin, dass sich, wie Herr Fuchs 
gezeigt hat, auf Grund desselben ein "Verfahren angeben lässt, welches 
durch Anwendung rein rationaler Processe zu entscheiden gestattet, ob 
eine vorgelegte Differentialgleichung von der Form (6) algebraisch in- 
tegrirbar ist oder nicht. Um dieses Verfahren darlegen zu können, 
müssen wir noch einige Eigenschaften der algebraisch integrirbareo 
Differentialgleichungen von der Form (6) entwickeln. 

300. HothTendige Bedingung für die algebraische IntegrabUität 
einer linearen Differentlalgleiolmng KweiCer Ordnung. 

Wenn die Differentialgleichung (6) durch die Transformation (7) 
in (1) übergeht, so konnte es sich ereignen, dass die projective Mono- 
dromiegruppe fr von (6) mit der projectiven Monodromiegruppe 9' 
von (1) nicht übereinstimmt. Da aber jedem geschlossenen Umlaufe 
von X ein geschlossener Weg von e entspricht, so muss jedenlalls # 
in #' als Untergruppe enthalten sein. Wenn wir uns die Differential- 
gleichung (1) nach dem in der Nr. 194 beschriebenen Verfahren ge- 
bildet denken, so ist der Grad der rationalen Function ip{x) genau 
gleich der Anzahl der a;-Werthe, für welche auf geeigneten Wegeo 
fortgesetzt der Integralquotient ij von (6) denselben Werth anzunehmen 
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vermag, in diesem Falle stimmt also die projective Monodromiegruppe %'' 
von (1) mit %• genau überein. 

Wir wollen uns die Differentialgleichung (1) so eingerichtet 
denken y dass ihre projective Monodromiegmppe mit der von (6) iden- 
tisch ist und sagen dann, die Differentialgleichung (6) gehöre in den 
cyklischen, beziehungsweise den Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder-, Ikosaeder- 
Typus, jenachdem die Differentialgleichung (1) dem einen oder dem 
anderen dieser Typen angehört. Dann gilt offenbar der folgende Satz: 
Wenn M(y^y y^) eine homogene ganze Function der Ele- 
mente j/^, y^ eines Fundamentalsystems von (6) bedeutet, die 
gleich der Wurzel aus einer rationalen Function von x ist, 
so ist die aus den entsprechenden Integralen w^, w^ von (1) 
gebildete Form M{w^, tv^) eine invariante Form von (1), d. h. 
gleich der Wurzel aus einer rationalen Function von 0. 

Daraus folgt, dass die über die invarianten Formen einer Gauss'- 
schen Differentialgleichung aufgestellten Sätze ohne Weiteres fdr die 
aus den Integralen einer algebraisch integrirbaren Differentialgleichung 
(6) gebildeten Formen gültig bleiben. 

Denken wir uns nun eine Differentialgleichung (6) vorgelegt. Be- 
sitzt dieselbe ein particulares Integral y^, welches eine algebraische 
Function von x ist, ohne dass ihr allgemeines Integral algebraisch 
wäre, so muss dieses Integral y^ nothwendig die Wurzel aus 
einer rationalen Function von x sein. Denn wäre y^ nicht 
Wurzel aus einer rationalen Function, so würde dieses Integral einer 
algebraischen irreductiblen Gleichung mit in x rationalen Goefficienten 
Genüge leisten, für welche mindestens zwei Zweige der durch dieselbe 
definirten algebraischen Function vorhanden wären, deren Quotient 
nicht constant ist. Da aber jeder Zweig dieser algebraischen Function 
eine Lösung von (6) sein muss, so besässe die Differentialgleichung (6) 
zwei linear unabhängige Integrale, die algebraische Functionen sind. 

Besitzt die Differentialgleichung (6) ein Integral y^, welches die 
Wurzel aus einer rationalen Function ist, und ist dieselbe algebraisch 
integrirbar, so muss die zu (6) gehörige Differentialgleichung (1) von 
der Form (4) sein, da sonst keine homogene Function ersten Grades 
ihrer Integrale eine invariante Form sein könnte. Dann giebt es aber 
zufolge der Gleichungen (10) noch ein von y^ linear unabhängiges 
Integral der Differentialgleichung (6), welches Wurzel aus einer ratio- 
nalen Function ist. 

Mit Hülfe des in der Nr. 178 (Bd. H, 1, S. 171 ff.) entwickelten 
Verfahrens können wir für die Differentialgleichung (6) stets ent- 
scheiden, ob sie durch die Wurzel aus einer rationalen Function be- 



t • 
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friedigt wenidQ kann^ und finden zugleich, wenn die Entscheidung im 
bejahenden Sinne erfolgt, die sämmtlichen Lösungen von der gedachten 
Beschaffenheit. 

Ergiebt sich, dass, abgesehen ^wi einem constanten Factor, nur 
ein Integral existirt, welches gleich der Wurzel ww «iser raüomlen 
Function ist, so ist das allgemeine Integral von (6) nicht algebraisch: 
allgemein können wir sagen: 

t Durch Anwendung der Methode der Nr. 178 auf die Differential- 

i gleichung (6) können wir fßststellen 

I 1) ob ein einziges particulares Integral algebraisch ist, 

I 2) ob die Differentialgleichung (6) dem cyklischen Falle an- 

. gehört. 

j Wenn also die Anwendung dieser Methode ein negatives B^sultat 

ergiebt, so hat die Differentialgleichung entweder kein algebraisches 
Integral, oder sie gehört de'in Dieder-, Tetraeder-, Oktaeder- oder Iko- 
saeder-Typus an. 

Soll die Differentialgleichung dem Dieder-Tjpus angehören, so 
muss eine quadratische Form ihrer Integrale gleich der Wurzel aus 
einer rationalen Function sein. Denken wir uns nach der Methode 
der Nr. 185 die Differentialgleichung dritter Ordnung aufgestellt^ der 
die homogenen Functionen zweiten Grades der Integrale y^, y^ Ton (6) 
genügen, so können wir diese Differentialgleichung mit Hülfe des Ver- 
fahrens der Nr. 178 daraufhin untersuchen, ob eine Lösung derselben 
die Wurzel aus einer rationalen Function ist. 

Wenn sich das Vorhandensein einer solchen Lösung er- 
giebt, so liefert das angewandte Verfahren zugleich den expliciten 
Ausdruck (p(x) dieser Lösung; es ist also in diesem Falle 

(11) %yi + «1^1 ^2 + sy«^ = 9(^)> 

wo die a^, a^, a^ Constanten bedeuten, für welche 

(12) «,» - 4a, a, + 

ist, da sonst schon eine homogene Function ersten Grades der y^, y^ 
gleich der Wurzel aus einer rationalen Function wäre. 
Nun ist offenbar 

(13) , = ^ = (7/*^, 

wo C eine Gonstante bedeutet, setzen wir also 

a« + «1 '? + «s >?* = /"(»J) . 



,'• 
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so erhalten wir durch Dififerentiation der Gleichung 



ri4) 

die Gleichung 
(15) 



m- 



lf){x) 



Vi 



i 



^dlogßril ^ y « dlog<p(x) _ 2 d^t 



dfj 



Vi 



dx 



dx 



üiflPerentiiren wir diese Gleichung noch einmal, ersetzen die zweite Ab- 
leitung von y^ durch den aus (6) folgenden Werth 

und eliminiren dann aus der so entstehenden Gleichung und den Glei- 
chungen (13), (14), (15) die Grössen 



dji . ^ 
dx^"^^^ dx' 



so erhalten wir 

L drf \ drj / J L\ dx / dx J 

oder einfach 

(16) C^(4«„«, - a,«) = <p(^)«[(l^y + 2^^^^) - 4p(x)\. 

Den Werth der Gonstanten 

c = (f (4a^a^ — a^^) 

können wir z. B. dadurch bestimmen, dass wir auf der rechten Seite 
der Gleichung (16) für x einen besonderen Werth einsetzen. Wir er- 
kennen zugleich aus dieser Gleichung, dass <p(x) die Quadratwurzel 
aus einer rationalen Function sein muss. 

Setzen wir 

— c 



so ergiebt sich aus (16) 



49(a;)* 



*W, 



^^ ^ ^^\ dx J 4^iff{x) dx^ I ^v >' 
Die Differentialgleichung (6) besitzt demgemäss die beiden Lösungen: 

Diese Integrale sind dann und nur dann algebraisch, wenn 

jyilj{x)dx 
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der Logaritlunus einer algebraischen Function ist, die Entscheidung 
darüber erfolgt (vergl. Nr. 190, Bd. II, 1, S. 226) durch Untersuchung 
eines Systems linearer Gleichungen. 

Wenn keine homogene Function zweiten Grades der y^, y^ (und auch 
keine ersten Grades) die Wurzel aus einer rationalen Function ist, so 
muss, wenn die Differentialgleichung (6) algebraisch integrirbar sein 
soll, eine Form vierten, sechsten oder zwölften Grades der y^, y,, die 
keine Potenz eine Form niedrigeren Grades ist, gleich der Wurzel aus 
einer rationalen Function sein. 

Wir werden also nach der Methode der Nr. 185 die DifiFerential- 
gleichungen fünfter, siebenter und dreizehnter Ordnung aufteilen, der 
die vierten, sechsten, zwölften Potenzen der Integrale von (6) genügen, 
und diese nach dem in der Nr. 178 gelehrten Verfahren daraufhin 
3 untersuchen, ob sie durch die Wurzel aus einer rationalen Function 

l befriedigt werden können. 

i Erfolgt die Entscheidung fQr alle drei Differentialgleichungen in 

I verneinendem Sinne, so ist die vorgelegte Differentialgleichung (6) nicht 

i algebraisch integrirbar. Es gilt aber auch das Umgekehrte, d. h. wenn eine 

i der erwähnten drei Differentialgleichungen durch die Wurzel aus einer 

rationalen Function befriedigt wird, so ist die Differentialgleichung (6) 
algebraisch integrirbar. 

Die Richtigkeit dieser letzteren Behauptung folgt unmittelbar aus 
einem Satze von Herrn Fuchs, den wir jetzt darzulegen haben. 



301. Satz von Fuchs zur Entscheidung über die algebraische 
Integrirbarkeit einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung. 

Wenn für eine Differentialgleichung (6) eine aus dem 
Fundamentalsysteme y^, y^ gebildete Form von höherem als 
dem zweiten Grade, die nicht eine Potenz einer Form nie- 
drigeren Grades ist, gleich der Wurzel aus einer rationalen 
I Function gefunden wird, so ist die Differentialgleichung (6) 

algebraisch integrirbar. 

In der That sei 

(17) M{y^, y,) = %y1 + a.ypV, H h «,^2 = »X^) = 9>(^)» 

wo X > 2 ist und (p(x) die Wurzel aus einer rationalen Function be- 
deutet, so folgt durch logarithmische Differentiation dieser Gleichung 
mit Rücksicht auf (13) 

^^^^ ^ dri ^i dx ^^^ dx 



i 



\ 



.4 



,1 



T> 
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Oifferentiirt man nocli einmal^ beachtet abermals die Oleichung (13), 
und ersetzt die zweite Ableitung von y^ durch ihren aus (6) folgenden 
^Werth 

so ergiebt sich 



|8 



^» logwi(ii) 
(19) (f—^^2y. 



dri 



(20) 



^« dx 
d^\ogtp(x) 



+,(.v-x,,^(^5iy, 



g(rr) = 



dx^ 



xp(x) 



gesetzt wurde. Eliminirt man aus den Gleichungen (17), (18), (19) 

die Grössen 

dyt 

ä'i' dx ^ 
so erhält man 



Aus dieser Gleichung ergiebt sich tj als algebraische Function von 

X, und die Gleichungen 

1 /dx 1 /dx 

liefern demnach y^^, y^ als algebraische Functionen von x, wenn die 
Gleichung (21) keine Identität ist. Es soll nun gezeigt werden, 
dass das letztere nicht der Fall sein kann. 

Sollte (21) eine Identität sein, so müsste die linke Seite dieser 
Gleichung von ly unabhängig sein. Nun ist zunächst fn(rji) nicht iden- 
tisch Null, ebenso wenig kann aber 



>2 



X 



d log m{r}) . /d log m (tj) 



sein, da sonst 



+e 



') 



2 







dt}^ ' \ dr} 

wäre, wo c^, c^ Constanten bedeuten. Es könnte also nur noch 

4 

[d*logw(i7) , /<21ogw(l7)Vlr / \n* 



(22) 



r 



dri^ ' \ dri 

sein, wo r eine von Null verschiedene und von rj unabhängige Grösse 
bedeutet. 

Der erste Factor der linken Seite von (22) ist eine rationale 
Function von 1}, also müsste, wenn die Gleichung (22) bestünde. 



158 



XIV. Theorie der Dreiecksfimctionen. Kapitel 4. 



4 

.X 



eine rationale Function von t] sein. Daraus folgte aber 

(23) m* (,,)=/(,). 

Sei nun in lineare Factoren zerlegt 






wo also 



;i=i 






X = l 



ist, dann können die Zahlen a^^ a^, • • • a^ keinen gemeinsamen Theiler 
besitzen, da sonst M(y^f y^ die Potenz einer Form niedrigeren Grades 
wäre. Aus (23) folgt aber 






1=1 



es müsste also x ein gemeinsamer Theiler der Zahlen 

4«^, 4^2, • • 4a^ 

sein, d. h. es wäre, da die a^, a^, • • • a^ theilerfremd sind, 

x = 4. 



In diesem Falle ist die linke Seite von (22) 



(24) 



dr^ m{Tj) \ dt] / 



t 



da aber m(rf) mindestens zwei ungleiche lineare Factoren enthält 
kann nicht 

dri / 

durch ni(7j) theilbar sein, darum kann sich der Ausdruck (24) nicht 
auf eine Constante r reduciren. 

Man kann also in der That durch rein rationale Processe 
für eine vorgelegte Differentialgleichung (6) entscheiden 

1) ob dieselbe kein algebraisches Integral besitzt, 

2) ob sie ein und nur ein algebraisches Integral zulässt, 
3j ob sie algebraisch integrirbar ist. 
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Für die algebraisch integrirbaren linearen Differentialgleichungen 
3zweiter Ordnung mit rationalen Coefficienten haben wir durch den 
Klein'schen Satz der Nr. 299 (S. 151) so. zu sagen eine explicite 
Form gefunden; wir sind nämlich im Stande, fünf Typen von Diffe- 
rentialgleichungen hinzuschreiben, die noch eine willkürliche rationale 
Function q>{x) und eine beliebige Wurzel aus einer rationalen Func- 
tion X enthalten, und aus denen jede algebraisch integrirbare lineare 
Differentialgleichung durch Specialisirung hervorgehen muss. 

Offenbar ist dadurch zugleich die Aufgabe gelöst, alle endlichen 
Gruppen homogener linearer Substitutionen in zwei Variabein y^, y^, 
beziehungsweise projectiver Substitutionen in einer Variabein iy zu 
finden. In der That ist klar, dass, wenn %' irgend eine endliche Gruppe 
projectiver Substitutionen von ri bedeutet, und wir durch 

die Werthe bezeichnen, die aus ri durch die Substitutionen von 0- 
hervorgehen, der Ausdruck 

{n — a) (t?i — a) . . . {7]^_^ — a) 



{n — ft) (^1 — &) • • • iny-i — &) 



= z, 



wo a, h zwei unbestimmte Constanten sind, eine Grösse Z deiinii*t, 
für welche die Schwarz'sche Ableitung 



(1) = ^(^) 



wird, wo Ii{Z) eine rationale Function von Z bedeutet. Wir haben 
also unmittelbar 17 als den Integralquotienten einer linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, deren projective Monodromiegruppe mit ^ 
übereinstimmt, und deren unabhängige Variable Z als rationale Func- 
tion von 1} erscheint. Diese Differentialgleichung muss dann, indem wir 
Z gleich einer linear gebrochenen Function von z setzen, in einen der 
fünf Typen, die wir aufgestellt hatten, übergehen. Im cyklischen Falle 
besteht die Gruppe, wie bereits erwähnt, aus den Potenzen einer perio- 
dischen elliptischen Substitution, in den übrigen vier Fällen erhalten 
wir die Substitutionen der entsprechenden Gruppe, indem wir z. B. die 
allgemeine Primform in ihre linearen Factoren zerlegen. 

Auf diese Weise sind also alle endlichen algebraischen Unter- 
gruppen der allgemeinen linearen homogenen Gruppe L für den Fall 
zweier Variabein gefunden. 
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03. Differentialgleiol»mgen zweiter Ordnung, die dnroh Wmseln 
ans rationalen Functionen be&iedigt werden. 

Verweilen wir noch einen Augenblick bei der Betracbtong der 
nearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die durch die Wurzel 
US einer rationalen Function befriedigt werden können, ohne algebraisch 
itegrirbar zu sein. 

Nehmen wir gleich allgemein eine lineare Differentialgleichung 

ie ein Integral y^ besitzt, dessen logarithmische Ableitung dem lU- 
io nah täteber eiche angehört. Sind dann die Coefficienten p, q ration&l>r 
'unctionen von x, gehört ferner (A^) zur Puchs'schen Classe, untl sind 
ie Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichungen rationale 
•ahlen, so ist y^ die Wurzel aus einer rationalen Function. 

Sei y^ ein zweites, tou y^ wesentlich verschiedenes Integral von 
Aj), so müssen die Substitutionen der Transformation^;ruppe G von 
AJ offenbar die Form haben 

[ m, = ay, , 

Kese Substitutionen (25) bilden aber bei willkfirlicher Wahl der 
, ß, y eine Gruppe, und zwar offenbar eine algebraische Untergruppe 
er allgemeinen linearen homogenen Gruppe L. Diese Gruppe G ist 
Iso die Transformationsgruppe einer Differentialgleichung (A^), die 
ine Lösung mit rationaler logarithmischer Ableitung besitzt. 

Betrachten wir eine beliebige Differentialgleichung (A,), deren 
'ransformationsgruppe also L selbst ist Die rationale Differential- 
inction i di/^ 

it dann eine charakteristische Invariante der Unteigmppe G; wir 
ngen nach der Resolvente, der diese Function Genüge leistet. 

Nehmen wir an Stelle der logarithmischen Ableitung von y, den 
LUfidmck ] j„ 

1 y^ dx '^> 
7 bleibt derselbe nicht nur bei den Transformationen von G, sondern 
nch dann nngeändert, wenn wir von der Differentialgleichung (Aj) durch 
ie Substitution 

y = lt) 
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zu einer äquivalenten DiflFerentialgleichung übergehen. Wählen wir 
also X so, dass die DiflFerentialgleichung für \) die canonische Form 

erhält, so ergiebt sich unmittelbar 



U z= — 



9i dx ' 



dx 



2, 



^1 da^ 



— tl 



i ? 



d. h. u^ genügt der DiflFerentialgleichung erster Ordnung 
(26) 



du . 2 . 2 

_ + H +q-p 



^ = 
dx ^' 



die also die gesuchte Resolvente darstellt. 

Man bezeichnet eine DiflFerentialgleichung von der Form (26) ge- 
Tv^öhnlich als eine Riccati'sche Differentialgleichung. Wir können 
dann sagen: 

Damit die Differentialgleichung (A^) ein Integral mit 
rationaler logarithmischer Ableitung besitze, ist erforderlich 
nnd hinreichend, dass die Riccati'sche Differentialgleichung 
(26) durch eine rationale Function befriedigt werde. 

Sei R(x) diese rationale Lösung von (26), so ist also 

i t dp dB T>2 

d. h. eine Differentialgleichung (A^), die ein Integral mit rationaler 
logarithmischer Ableitung besitzt, hat die Form 

dar dx \ dx dx / 

wo B eine beliebige rationale Function bedeutet. 

Eine solche DiflFerentialgleichung ist stets durch Quadraturen 
integrirbar; man erhält nämlich 

Die Gruppe G ist eine continuirliche, sie wird nämlich aus den 
drei .infinitesimalen Transformationen 



y 1 — ^ f 



^1 c 



df 






Vi 



df 



erzeugt. In derselben sind alle continuirlichen algebraischen Unter- 
gruppen von L als Untergruppen enthalten, wenn man von der spe- 
ciellen linearen Gruppe L absieht. Man findet nämlich durch einfache 
Discussion, dass ausser L und G nur folgende continuirliche alge- 
braische Untergruppen von L möglich sind: 

Schlesinger, DiflferentiAlgloiohttngen. 11, S. 11 
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df df , df 

t yidy^' y^'dy^' 

' df . df 

y^dy,' 

y^dy^'^y^dy^' 

Wir haben die Gruppen durch die infinitesimalen Transformationen 
charakterisirt, aus denen dieselben erzeugt sind; a^, a^ bedeuten zwei 
beliebige von einander verschiedene Constanten, deren Verhältniss 
rational sein muss, damit die betreffende Untergruppe eine algebraische 
sei. Eine weitere Discussion dieser Gruppen führt zu keinem be- 
merkenswerthen Ergebnisse. 

Von einer Differentialgleichung, die ein Integral mit rationaler 
logarithmischer Ableitung besitzt, kann man durch eine Substitution 

y = k\) 
zu einer Differentialgleichung übergehen, die durch eine ganze ratio- 
nale Function befriedigt wird (vergl. Nr. 178, Bd. II, 1, S. 172), sofern man 
voraussetzt, dass die Differentialgleichung etwa rationale Goefficienten 
besitzt und zur Fuchs'schen Classe gehört. Die Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung, deren eine Lösung eine ganze rationale Function ist, 
sind in der Potentialtheorie von hervorragender Bedeutung. Sie be- 
sitzen aber auch ein hervorragendes analytisches Interesse, besonders 
durch die ausgezeichneten Eigenschaften, die für die Nullstellen jener 
ganzen rationalen Integrale bestehen. In der neueren Zeit haben sich 
besonders die Herren Hurwitz und Klein mit darauf bezüglichen 
Untersuchungen beschäftigt; wir begnügen uns damit, auf diese Fragen 
hinzuweisen. 

303. Das Feine ar^'sohe Prineip für den Fall von drei singal&ren 

Punkten. 

Wir wollen nunmehr eine Verallgemeinerung der für die Differen- 
tialgleichung der Gauss 'sehen Reihe entwickelten Resultate darlegen, 
die nach der Richtung des in dem elften Abschnitte verfolgten Ge- 
dankenganges liegt und von Herrn Poincare herrührt. Die Bedeutung 






303. Das Poincar^'ache Princip. 

dieser Yerallgememening wird am klarsten hervor 
ftlr die Gausa'sche Differentialgleichung das Princi] 
l>riDgen, vermöge dessen Herr Poincare aus der i 
Verallgemeinerang das Rasoltat erzielt hat, dass siel 
13ifferentialgleichung mit algebraischen Coefficientei 
iinabhängige Variable als eindeutige Functionen eine 
»teilen lassen. 

Wir hatten gezeigt, dass die Function, die aus de 
1, = s(d,, *,, *j, e) 
durch Umkehrung bervoi^eht, wenn die tf,, dj, tf^ d 



besitzen, wo g^, jr,, g^ positive ganze Zahlen oder um 
eine eindeutige Function ist, die innerhalb eines i 
bangenden von den Unbestimmtheitsstellen b^prenzl 
stirt und bei Anwendung einer gewissen discontinu 
projectiver Substitutionen ungeändert bleibt. Inne: 
mentalbereiches diesei' Gruppe nimmt die Functioi 
Werth mit Ausnahme von 0, 1, oo einmal und nur i 
Sei nun eine Function 

vorgelegt, die sich in der Umgehung jeder Stelle ' 
Ausnahme der Stellen 0, 1, oo, eindeutig verhält. ? 
f{x) die Eigenschaft hat, dass jeder ihrer Zweige nai 
Anzahl von Umkreisungen der Punkte 0, 1, oo zu 
werthe zurfickkehrt, so bezeichnen wir mit A^ dj( 
ganze Zahl, die so beschaffen ist, dass jeder Z^ 
A^-maUger Umkreisung des Punktes :E ^ zu seinei 
zurückkehrt, und mit h^, h^ die analogen Zahlen fQr a 
Falls es fctr einen der Verzweigungspunkte 0, 1, oo ke 
Zahl giebt, die die Anzahl der erforderlichen Unüi 
deren Ausführung jeder Zweig von f(x) zu seinem j 
rOckkehrt, so nehmen wir das entsprechende h^ unend 
wir dann 

(1) "-'ii' i' {■')■ 

so ist y eine eindeutige Function von ij. 

In der That ist y als Function von ^ in der 
Stelle des Existenzbereiches der durch die Gleichu 
Function x von ^ eindeutig, also unveizweigt, und 
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bereich der ümkehrungsfunction der Dreiecksftinction ri ein ein&ch zu- 
sammenhängender ist^ so y eine allenthalben eindeutige Function Ton i^ 
Da X ebenfalls eindeutig in 17 ist^ so haben wir also die functio- 
nale Beziehung zwischen y und x dadurch dargestellt, das- 
wir beide Variable als eindeutige Functionen der durch dit^ 
Gleichung (1) definirten dritten Variabein rj ausdrucken. 

Wenn die Function y Ton x nicht die Verzweigungspunkte 0, 1, :x. 
sondern drei beliebige Verzweigungsstellen a, b, c besitzt, so haben wir 
an Stelle der Gleichung (1) die Gleichung 



/l J_ J^ x — a b — c \ 



zur Definition von 17 anzuwenden. 

Wir sind also auf Grund des angewandten Princips, welches wi: 
als das Poincar^'sche Princip bezeichnen wolleu, in der Lage, far 
jede Function y von rr, die nur drei Verzweigungspunkte besitzi^ einen 
als Dreiecksfunction definirten Parameter rj anzugeben, als dessen ein- 
deutige Functionen die beiden Variabein y und x darstellbar sind. 

Diese Darstellung ist also stets anwendbar, weun y als Function 
von X durch eine algebraische Gleichung mit nur drei Verzweigungs- 
punkten, oder als das Integral einer linearen Differentialgleichung mit 
drei wesentlichen singulären Punkten definirt ist. Insbesondere -werden 
wir also, wenn eine Gauss 'sehe Differentialgleichung vorgelegt ist, 

(2) a:(l-a;)g + [y-(a + ^ + l>]||-«^y = 0, 

den Parameter rj in folgender Weise bestimmen können. 
Falls die Zahlen 

(3) 1-y, y-a-ß, a -- ß 

rational sind, so nehmen wir A^, %^, h^ der Reihe nach gleich den 
Nennern dieser als reducirte Brüche geschriebenen Zahlen; falls eine 
der Zahlen (3) gleich Null oder nicht rational ist, so haben wir das 
entsprechende h^ unendlich gross zu wählen. Der Parameter tj ist 
dann durch die Gleichung (1) definirt. 

Seien nun insbesondere die Zahlen (3) selbst reciproke 
ganze Zahlen oder Null, und bezeichne g einen Integralquotienten; 

g = s(|l_y|, |y_«_^|, \a-ß\,x) 

von (2), so ist x eine eindeutige Function von £. Seien femer 
Äj, Äj, h^ drei ganze Zahlen, die der Reihe nach durch die Nenner 
der Zahlen (3) theilbar sind; sollte einer dieser Nenner unendlich gross 
sein, so wäre auch das entsprechende h unendlich gross zu nehmen; 
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andererseits ist, wenn ein h^ unendlich gross genommen wird, die Be- 
<3ingxing der Theilbarkeit durch jede ganze Zahl als erfüllt anzusehen. 

Auf Grund des Poincare'schen Princips ist dann f ebensowohl 
^wie jede Lösung der Differentialgleichung (2) eine eindeutige Fun- 
tiion von 

''=*(t' h h V' 

und wir sagen von der Dreiecksfunction ij, beziehungsweise von der 
zugehörigen Gauss 'sehen Differentialgleichung, sie sei der Dreiecks- 
function g, beziehungsweise der Differentialgleichung (1^ untergeordnet 
oder subordinirt. 

Es ist evident, dass, wenn für eine Function y von x die Dreiecks- 
function g den Parameter der eindeutigen Darstellung liefert, auch jede 
der Function J untergeordnete Dreiecksfunction rj die Eigenschaft be- 
sitzt, dass y und x als eindeutige Functionen derselben erscheinen. 

Nun ist offenbar die inverse Function der Modulfunction 

(4) r = s(0, 0, 0, x) 

jeder eindeutig umkehrbaren Dreiecksfunction untergeordnet, wir 
schliessen also, dass für jede Function 

die nur die drei Verzweigungspunkte 0, 1, oo besitzt, die 
Grösse r einen Parameter liefert, durch welchen sich y und x 
eindeutig darstellen lassen. 

Diese merkwürdige Eigenschaft der Modulfunction beruht auf dem 
Umstände, dass x als Function von t die drei Werthe 0, 1, oo inner- 
halb des einfach zusammenhängenden Bereiches der r- Ebene, wo sich 
X wie eine rationale Function verhält, überhaupt nicht annimmt, d. h. 
wie wir uns kurz ausdrücken wollen, darauf, dass die Modulfunction 
die drei Werthe 0, l,oo auslässt, ähnlich wie die Exponentialfunction 



u 



die Werthe und oo auslässt. Die letztere Eigenschaft der Exponen- 
tialfunction bewirkt, dass eine Function 

die nur die beiden Verzweigungspunkte und oo besitzt, eine eindeu- 
tige Function von u wird, wenn wir 

X = e 

setzen; ähnlich wird eine Function mit den drei Verzweigungspunkten 
0, 1, 00 eine eindeutige Function von r, wenn wir x gleich der Modul- 
function von r nehmen. 
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Diese Eigenschaft der Modulfimction ist in einzelnen hesonderri 
n scIiOQ vor längerer Zeit bemerkt worden. So &llen z. B. nni^r 
Ibe die Formeln, dureli welche Jacobi in den ^andamenU 
etc." die Grössen K, K', x', log x , log x als eindeutige Functionen 
T darstellt. Bezeichnet man ferner durch 

«' = x\ v" = }? 

^nadrste der Modoln zweier elliptischer Int^rale erster Gattung. 
Inrch eine Transformation vom Primzahlgrade n auseinander herror- 
n, so besitzt die zwischen u und v bestehende algebraische Qleichong 
»(»,„) -0, 

logenannte Modulargleichung, wie Herr Hermite gezeigt hac, 
Eigenschaft, dass v als Function von u sich nur an den Stellen 
w = 0, u* — 1=0, «=ao 

reigt. Hieraus folgt sofort die Möglichkeit der von Herrn Her- 
! gegebenen Darstellung von u und v als eindeutiger Functionen de« 
Modul X gehörigen Periodenquotienten t, die für « ^ 5 die Auf- 
trkeit der allgemeinen Gleichung fUnften Grades durch elliptische 
itionen nach sich zieht. Endlich hat Herr Klein die eindeutige 
tellbarkeit einer beliebigen Dreiecksfimction von x durch die 
:se r bemerkt 
Wenn es gelänge, eine eindeutige Function 

istellen, fBr welche der Bereich, wo sich diese Function wie eine 
nale Function verhält, ein einüich zusammenhängender ist, und die 
iliebig vorgeschriebene compleze Werthe 



\as/t, so würde jede Function y von x, die keine anderen Yerzweigong»- 
i« wie a,, o,, • ■ ■ o„ besitzt, vermöge des Poincare'scheu Prin- 
als eindeutige Function von ij darstellbar sein; man könnte ako 
Hfilfe einer solchen Function die allgemeine Lösung einer linearen 
^rentialgleichung mit der unabhängigen Yariabeln x, deren sämmt- 
I wesentliche singu^re Stellen unter den a^, a^, ■ ■ • a^ enthalten 
, simultan mit x a\s eindeutige Function des Parameters 17 dar- 
in, ähnlich wie man die durch eine algebraische Gleichung vom 
^ Null verknöpften Yariabeln als rationale, die durch eine Glei- 
^ vom Range Eins verknüpften ab elliptische Functionen eines 
meters darstellt. 



303. Dae Foincari^'sche Princip. 

Die Untersachungen toq Herrn Poincare haben gelehrt, das 
solche Function in der That stets angegeben werden kann und 
erscheint dieselbe als die Umkehrungsfunction des Integralquot 
einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rati< 
CoefScienten. Wir werden im Folgenden diese Untersuchungen 
legen haben, und beschränken uns dabei auf diejenigen Fälle, d 
die Erreichung unseres Zieles, d. h. für die Darstellung der abhät 
und unabhängigen Variabein einer linearen Differentialgleichus 
eindeutige Functionen eines Parameters ausreichend sind. 



Fünfzehnter Abschnitt. 
Theorie der Faehs'sclieii Functionen. 

Erstes Kapitel. 

Fuohs'aolie Gmppen. Zwei Belepiele. Bedingnngen für die 
DiscontdDOit&t. 

Wir batten am Schlüsse der Nr. 216 (Bd. II, 1, S. 346) die Frs^ 
eworfen, ob sich in der DiffereDti&lgleichung 

q (/) durch die Formel 

S(») - -7^ 1 - T (1 - «'. + .)^-. W 



iben ist, und wo die Grössen 

*i. *!' ■• •*«. *«+i 
reciproke ganze Zahlen oder Null vorausgesetzt werden, die CoefG- 
ten der ganzen Function vom Grade tf — 2 £„_j{ä) so bestimmen 
m, dass die unabhängige Variable e eine eindeutige Function des 
gralquotienten t] wird. Wir werden diese Frage nicht in ihrer 
ia Allgemeinheit behandeln, sondern die Existenz von Differential- 
ihungen von der gewünschten Beschaffenheit zu erweisen suchen, 
als die unmittelbare Verallgemeinerung dei^enigen Gauss'schen 
srentialgleichungen erscheinen, die zu eindeutig umkehrbaren Drei- 
functioneu erster Art führen. 

Wir behandeln zunächst die projective Monodromiegruppe fr, indem 
voraussetzen, dass die Substitutionen derselben Verschiebungen 
lern in der Nr. 285 (S. 101) fixirten Sinne sind, und zwar möge 
Orthogonalkreis ein realer Kreis mit nicht verschwinden- 
I Radius sein. 
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Eine discontinuirliche projective Gruppe 0", deren Substitutionen 
einen realen Kreis mit nicht verschwindendem Radius ungeändert lassen^ 
nennt man nach Herrn Poincare eine Fuchs'sche Gruppe. 

Die zu den eindeutig umkehrbaren Dreiecksfunctionen erster Art 
gehörigen Gruppen d' sind also Fuchs'sche Gruppen. 

Für diese war der Fundamentalbereich F^ ein innerhalb des Ortho- 
gonalkreises gelegenes Kreisbogenviereck, dessen Seiten den Ortho- 
gonalkreis unter rechtem Winkel schneiden. Entsprechend den drei sin- 

giilären Punkten 

aj = 0, ag = l, «8 = 00 

hatten wir in F^ drei Cykeln von Ecken mit den Winkelsummen 

2ä*j, 27cS^y 27cd^. 

Wir wollen nun allgemeine Gruppen ^ betrachten, deren Funda- 
mentalbereich F^ die folgende Beschaffenheit besitzt. 

1. In Bezug auf die Anordnung der Ecken und Seiten möge F^ 
von der Art sein, wie der in der Nr. 211 (Bd. II, 1, S. 320) betrachtete 
Bereich JP^, d. h. F^ sei begrenzt von 2<y einen zusammenhängenden 
Curvenzug bildenden Seiten 



^17 ^17 ^2? ^29 






Diese 6 Seitenpaare mögen durch gewisse gegebene Substitutionen 
A^, A^y • • • A^, die wir als elliptische oder parabolische voraussetzen, 
in einander transformirt werden, und der Schnittpunkt l der Seiten 



s und 

X 



< = A^ 



(x=l,«, 



o) 



sei ein Doppelpunkt von A^, und zwar, wenn die Substitution A^ eine 
elliptische ist, derjenige, der bei der canonischen Form 

^x^-f*x~ ^— f*x 

im Zähler auftritt, falls 

0<d,<l 

ist. Ebenso sei der Schnittpunkt A^ , ^ von 5^ und s^ ein Doppelpunkt 
der Substitution 

1—1 



^.,+1 = A A' ••■ ^'o y 



dann sind die Schnittpunkte A^'l^ von s'^ und s^ aus A^ , ^ durch die 
Substitutionen A,A^ - - - A transformirt, 

1 8 X / 



|(x) 
^a+1 



= A^A^ . . . AJ^_^^ (x-i,«.- (</-!)), 
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und nach dem Satze II der Nr. 210 (Bd. II, 1, S. 310) sind die Winke! 
in den je einen Cyklus bildenden Ecken A^ gleich 2xS^y während die 
Winkelsumme in den Ecken 



V+i 



^a+19 






die zusammen einen Cyklus bilden, 2nd^,^ betragt. 

2. Die Substitutionen 

seien Verschiebungen in Bezug auf den gegebenen Orthogonalkreiß O, 
und wenn A^rj eine elliptische Substitution ist, so sei A^ der innerhalb 
gelegene Doppelpunkt derselben. Für eine parabolische Substitution 
wissen wir, dass ihr Doppelpunkt auf der Peripherie von liegt. 

3. Die Winkelsummen 

bei den (tf -{* 1) ^^^ ^^^ Ecken des Bereiches F^ gebildeten Cykeln 
seien aliquote Theile von 2ä oder Null. 

4. Die Seiten von F^ seien Kreisbogen, die den Orthogonalkreis O 
unter rechtem Winkel schneiden. 

Um eine Vorstellung davon zu erlangen, welche Beschränkungen 
für die Fundamentalsubstitutionen Ä^y -4.^, • • • Ä^ die gemachten Vor- 
aussetzungen über die BeschaiBPenheit von F^ mit sich bringen, be- 
trachten wir zwei einfache Beispiele. 

Wir nehmen tj so, dass der Orthogonalkreis die reale ?j-Axe 
wird und betrachten die obere iy -Halbebene als das Innere des Ortho- 
gonalkreises. Die Verschiebungen sind dann einfach dadurch charak- 
terisirt, dass dieselben projective unimodulare Substitutionen 



jl^^ '^n + ß 



mit realen Coefficienten sind. 

Sei dann <y = 3, und nehmen wir vier elliptische Substitutionen 

A> ^2f -^8> -^4, 
so haben dieselben zunächst der Bedingung 

(2) AAAA = 1 

ZU genügen. Denken wir uns femer die Substitution Ä^ in der cauo- 
nischen Form 



Ä^rj — 1_ 



\ni6^ ^-^K 



A^ri^l 






v — K 



(«=1, 1, 8, 4) 
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geschrieben^ wo A^ einen Punkt der oberen Halbebene^ l^ seinen con- 
jugirten Punkt, d^ eine reale positive Grösse bedeutet, so müssen die 
Zahlen 

*i> ^v *8^ *4 

reciproke ganze Zahlen sein. Diese beiden Beschrankungen sind aber 
noch nicht hinreichend. Es müssen die drei Punkte A^, A^, A^ noch 
so beschaffen sein, dass sie mit den Punkten 



"4? 



A^ = -Aj A^, ^4 = -^2^4 '^ -^8 K 



ein Sechseck bilden können, dessen Seiten Kreisbogen sind, deren 
Centren auf der realen Axe liegen und in welchem die Winkel bei 
^1) ^29 ^s beziehungsweise gleich 2ycd^, SäJ^; ^ä^j sind, und die 
Summe der Winkel bei A^, A^, A^' genau 2^S^ beträgt. 

Denken wir uns also die 
Punkte Aj, A^, A^ durch Kreis- 
bogen verbunden, deren Centren 
auf der realen Axe liegen, so 
muss das so entstehende Kreis- 
bogendreieck bei Aj, Aj, A3 Win- 
kel besitzen, die beziehungsweise 

kleiner sind als 2^d<. 2;rd», 2^d». In Formeln lauten diese Be- 
dingungen 




Fig. 29. 



1^ 



2^ 



(3) 



arg = 



*» *i 



i,-l 






argT 



3 *2 



Zj *2 



arg=: 



h "■ *8 



h ■" *8 



Zj — Zg 

2 8 

Xj — Xj 



< 25r(J„ 



<2«*g. 



Diese sind in Verbindung mit den beiden oben angegebenen Bedingungen 
nothwendig und hinreichend dafür, dass der Fundamentalbereich F^ der 
aus der Basis 

A^ -^v -^8' -^4 

erzeugten Gruppe ^ die verlangte Beschaffenheit habe (vergl. Fig. 29). 
Wenn für tf = 3 die vier Substitutionen -4^, -4.^, J.j, Ä^ parabolische 
sein sollen, so müssen die Doppelpunkte Aj, A^, Ag, A^ reale Grössen 
sein. Die Bedingung (2) muss erfüllt sein, und überdies müssen die 
Punkte 

^V ^V ^8' ^4' *J' *4 
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lieser Reihenfolge aufeiaander folgen, wenn man sich die reale 
ce in der einen oder der anderen Richtung durchlaufen denkt. Die 
ititutionen A^, A^, A^, die beziehungsweise die Seiten s^ in s[, s^ 
\, Sj in Sj verwandeln (vergl. Fig. 30), lauten, da 




die Bedingung, daes 

A^ = {A^A^A^)~' 
parabolische Substitution sein soll, lässt sich in der Form 

(A, - AJ*(A;' - A/CA^ - A,)' = (A^ - A,)'(A^ - A,)'(A,' - ij 
teilen, wo nach Ausziehen der Quadratwurzel auf beiden Seiten 
V^orzeichen so zu bestimmen sind, dass dieselben bei der jeweils 
findenden Lage der Punkte A beiderseits abereinstimmen. Sind 
von den Punkten A bekannt, so ergiebt sich der sechste gemäss der 
shung (5) durch einfache lineare Construction (vergl. Fig. 30), und 




Substitutionen A^, A^, A^ sind dann durch die Formeln (4) be- 
mt. 

Wir behaupten nun: Wenn der die Gruppe * bestimmende 
damentalbereich f^ den Bedingungen 1. bis 4. Genfige leistet, 
st die Gruppe # eine discontinuirliche, d. h. es kann sich 
aals ereignen, dass die aus F^ durch die Substitutionen 
d entstehenden Bereiche 



S04. Di8Continuitö.tsbedingangei). 
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±«1» ±«2» • •• ±«r 

einander überdecken. 

Zufolge der in der Nr. 285 (S. 101, 102) für die als Verschiebungen 
charakterisirten projectiven Substitutionen zusammengestellten Sätze 
sind die Seiten s'^ von F^ schon von selbst Kreise, die den Orthogonal- 
kreis unter rechtem Winkel schneiden, sofern die Seiten s als 
solche Kreise angenommen werden. Femer liegt der Bereich F^ ganz 
innerhalb von 0, es werden folglich auch alle mit demselben con- 

gruenten Bereiche 

F 

innerhalb liegen und von Kreisen, die den Oiihogonalkreis senkrecht 
schneiden, begrenzt werden. 

Hiemach lässt sich der Discontinuitätsbeweis für die Gruppe d" in 
dem Falle, wo alle Substitutionen 

parabolische und demnach alle Winkel von F^ gleich Null sind, in 

genau derselben Weise führen, wie im Falle der Modulfunction (Nr. 272, 

S. 50). 

In der That theilen die Seiten von F^ das Innere von in 

2<y4~l Bereiche, nämlich F^ selbst und die 26 sichelförmigen Gebiete 

zwischen und den 26 Seiten von jP^. Der Bereich -F^^, der mit 

Fq längs der Seite s^, beziehungsweise s^ zusammenhängt, befindet sich 

dann ganz innerhalb der von dieser Seite und der Peripherie von 

O begrenzten Sichel. Gehen wir von F_^^ zu einem benachbarten 

Bereiche 

F 

über und fahren so fort, so werden wir, wenn auf diese Weise eine 
gewisse Anzahl von Bereichen 

construirt worden ist, das Innere von in eine Anzahl von Par- 
zellen zerlegt haben, nämlich in die construirten Bereiche einerseits 
und die von den freien Seiten derselben und der Peripherie von be- 
grenzten Sicheln 6^, &^, • • • andererseits. 

Gonstruiren wir nun weiter den mit einem der äussersten Be- 
reiche (G) längs einer freien Seite zusammenhängenden Bereich, so liegt 
derselbe ganz ianerhalb der von jener freien Seite begrenzten Sichel, 
es ist folglich nicht möglich, dass von den mit F^ congruenten Be- 
reichen zwei sich gegenseitig überdecken. 
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In dem allgemeinen Falle^ wo einige der Substitutionen 

A> Ay ■" A^ ^a+l 
oder auch alle diese Substitutionen elliptische sind, hat man das für 
die Dreiecksfunctionen in den Nummern 286, 287 benutzte Beweisver- 
fahren anzuwenden. In der That wurde dasselbe a. a. 0. so gefasst, 
dass es ohne weiteres auf den jetzt vorliegenden allgemeinen Fall an 
wendbar bleibt, man hat nur auf S. 109 (Zeile 10 v. u.) an die Stelle der 
dort in Betracht kommenden drei Substitutionen Ä^y A^, -4^ die tf + 1 
Substitutionen 

A. Ay '" A+i 
zu setzen. 

Dieses Beweisverfahren lehrt uns zugleich, dass die von der Ge- 

sammtheit der Bereiche 

F 

gebildete Fläche F das Innere des Orthogonalkreises nicht nur einfach 
sondern auch lückenlos bedeckt und ferner, dass wenn wir statt von 
F^^ von dem ausserhalb liegenden Spiegelbilde von F^^ ausgegangen 
wären, die Bereiche, die aus diesem Spiegelbilde durch die Substitutionen 
von d- hervorgehen, das Äussere von einfach und lückenlos bedeckt 
haben würden. 

Die durch F^ bestimmte Gruppe d" ist also für zwei Continua von 
Punkten, nämlich für alle Punkte innerhalb und für aUe Punkte ausser- 
halb von eigentlich discontinuirlich, die Peripherie von da- 
gegen ist überall dicht besetzt von den Doppelpunkten der parabo- 
lischen und hyperbolischen Substitutionen der Gruppe d. 



305. Fnohs'sohe Ftmotionen. Die Fuchs'sohen Thetareihen von 
Foincarö. Erster Ansatz zum Convergenzbe weise. 

Der in den Nummern 213, 214 (Bd. II, 1, S. 327) geUeferte Exi- 
stenzbeweis lehrt nun sofort, dass es Functionen 3£ von rj giebt, die 
sich innerhalb F^^ wie rationale Functionen verhalten und bei den Sub- 
stitutionen der Fuchs 'sehen Gruppe -ö* ungeändert bleiben. Wir nennen 
diese Functionen nach Herrn Poincare Fuchs'sche Functionen 
von rj. Dieselben sind (Nr. 216, Bd. 11, 1, S. 345) eindeutige Func- 
tionen von iy, die nur innerhalb der Fläche -F, d. h. im Innern des 
Orthogonalkreises existiren; sie lassen sich durch eine derselben, <?, 
die innerhalb F^ jeden Werth nur einmal annimmt, rational darstellen, 
und rj ist als Function von betrachtet der Integralquotient einer 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung von der Form (1). 



806. Fuchs* 8che Functionen. 



175 



a 



Wenn wir die Function dadurch fixiren, dass sie für 

beziehungsweise die Werthe 

jgf = 0, 1, cx) 

annehmen soU^ so sind die übrigen singulären Stellen a^^ 0,^, - - 
von (1), die den Punkten 

^ == ^8> hy " ' K 

entsprechen^ ebenso wie die übrigen in q{z) enthaltenen Parameter ein- 
deutig bestimmt. 

Wir wollen nun eine Darstellung der Fuchs'schen Functionen 
kennen lernen ^ die uns zugleich einen neuen Beweis für die Existenz 
solcher Functionen, die zu einer Fuchs'schen Gruppe %• gehören, lie- 
fern wird. Diese Darstellung wird uns die Fuchs'schen Functionen 
als Quotienten zweier nach demselben Gesetze gebildeter unendlicher 
Reihen liefern, ähnlich wie man z. B. in der Theorie der ellipti- 
schen Functionen die eindeutigen doppeltperiodischen Functionen als 
Quotienten yon Thetareihen darstellt. Die elliptischen ebensowohl, wie 
die in der Theorie der Aberschen Functionen auftretenden AbeTschen 
Thetareihen sind dadurch ausgezeichnet, dass ihr Verhalten bei Ver- 
mehrung ihrer Argumente um Perioden aus ihrem Bildungsgesetze un- 
mittelbar ersichtUch ist. Einer analogen Eigenschaft erfreuen sich die 
zur Darstellung der Fuchs'schen Functionen dienenden Reihenentwicke- 
lungen, die deshalb von ihrem Entdecker, Herrn Poincare, als 
Fuchs 'sehe Thetareihen (series theta-fuchsiennes) bezeichnet wor- 
den sind. 

Diese Thetareihen sind einfache Bildungen, die symmetrisch sind 
in Bezug auf alle Substitutionen der Fuchs'schen Gruppe %', 

Bedeute H{ri) irgend eine rationale Function von % die an keiner 
auf der Peripherie des Orthogonalkreises gelegenen Stelle unendlich 
wird, und sei m irgend eine ganze Zahl, die grösser ist als Eins. Be- 
zeichnen wir femer durch 

« 1] + p 

C?) ^.^ ° y[^ + s] > ^*. — /'.n^ 1^ (.=0,1,2,8,...), 

die in irgend einer Reihenfolge genommenen Substitutionen der 
Fuchs'schen Gruppe d", so ist 



(8) 



««->(^:) 



vSm 



die allgemeine Form einer Fuchs'schen Thetareihe. 



-l-<^->(^)" 
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Das Verhalten dieser Reihe bei Anwendung einer Substitution S^ 
auf ri ergiebt sich unmittelbar. In der That haben wir 

00 .„ CO „. . .^ 






Wenn S^ für i/ = 0, 1, 2, • • • die Gesammtheit aller Substitutionen der 
Gruppe d- darstellt, so gilt zufolge der Gruppeneigenschaft das Gleiche 
von den Substitutionen 

S^S^ (>=0, 1.2,...); 

es ist folglich 

^ /dSS^riY ^ /dS^riY" 

r =0 v = ö 

d. h. wir haben die wichtige Gleichung 

(9) @{S^v) = {aj^y®(v) = (y.v + «J/^^W- 

Die Convergenz der Thetareihen vorausgesetzt, lassen sich auch 
leicht eindeutige Functionen herstellen, die zur Gruppe ^ gehören. 

Bilden wir nämlich zwei Thetareihen ^^(rj), &^{r])^ die zu dem 
selben Werthe von m gehören, so ist der Quotient 



^2 in) 



=m 



zufolge der Gleichung (9) eine eindeutige Function von rj^ die bei den 
Substitutionen der Gruppe -b ungeändert bleibt. 

Es handelt sich nun darum, die Convergenz der Reihe (8) zu er- 
weisen; hierfür hat Herr Poincare zwei verschiedene Methoden an- 
gegeben, deren jede ihre eigenthümlichen Vorzüge darbietet. Wir 
wollen darum beide hier darlegen. 

Beiden Methoden gemeinsam ist der Nachweis, dass die Conver- 
genz der Reihe (8) aus der Convergenz der Reihe 

dS^T} 



(10) 2 



* - ~ m °^ < 2m 



dr} 



■2 

v = 



Y,V + ^, 



folgt. Dieser Nachweis lässt sich sofort erbringen. 

In der That, bedeute ri einen Werth, der weder eine Unendlich- 
keitsstelle der rationalen Function H(ri) ist, noch mit einem solchen 
Werthe correspondirt, dann ist für dieses r] 

stets endlich. Wir können also eine positive Grösse M so angeben, da&s 
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dann ist aber 

M 



(dS «\« 



d. h. der absolute Betrag jedes Gliedes der Reihe (8) ist kleiner, als 
das entsprechende Glied der Reihe 

OD 



also convergirt in der That f&r diejenigen Werthe 17, die nicht zu den 
ausgeschlossenen gehören und för welche die Reihe (10) convergent ist, 
die Reihe (8) ebenfalls, und zwar unbedingt. 



306. Der erste Foinoar^'sohe OonvergensbeweiB« 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der Gonvergenz der 
Reihe (10) und befolgen zuvörderst die erste Poincar^'sche Methode. 

Es möge, wie auch zumeist im Folgenden, der Orthogonalkreis 
als der Einheitskreis der 17-Ebene 

angenommen werden. Zwei Punkte a und a , die Spiegelbilder yon 
einander in Bezug auf den Einheitskreis sind, wollen wir schlechthin 
als harmonische Werthe bezeichnen; es ist dann 

1 
a = — • 

a 

Wenn ein Punkt i durch eine Verschiebung A in 

Übergeht, so verwandelt sich der zu g harmonische Punkt t offenbar 
durch dieselbe Substitution in den harmonischen Punkt von l^ 

Wir können, ohne die Allgemeinheit zu beschranken, voraussetzen, 
dass der Nullpunkt i^ = der iy- Ebene innerhalb des Fundamental- 
bereiches der Fuchs'schen Gruppe «d* gelegen sei. Beschreiben wir 
dann um den Punkt tj = einen Kreis, der ganz innerhalb von F^ 
liegt, so ist der Radius q dieses Kreises ein endlicher, von Null ver- 
schiedener Werth. Für jeden mit ^ = correspondirenden Punkt, der 
aus ij = durch eine Substitution S^ der Gruppe d^ hervorgeht, ist 
dann offenbar, wenn wir 8^71 = 7) nehmen, 

Sobloiinger, Differ«nti»lgleiohimgen. IT, t. 12 
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(11) 



1>|S.(0)| = 



ft 



>Q, (»-=1, 2, 8 . . .), 



da diese Punkte sämmtlich innerhalb des Einheitskreises liegen müssen. 
Der zu iy = harmonische Werth ist iy = oo ; die demselben ent- 
sprechenden Werthe sind folglich harmonisch zu den Punkten 



d a 



d. h. es ist 

(12) , 

?y yy 

Da die . Gesammtheit der Substitutionen S^ mit der Gesammtheit der 
inversen Substitutionen 

5-i_/~*r ßy 






identisch ist^ so können wir die dem rj = oo entsprechenden Punkte 
auch in der Form 



— d. 



(r=l, 2, 8,4,..) 



darstellen. Es ist dann nach (11) und (12) 



(13) 1 < 

Nun ist aber 

dS n 
(14) -^ 

^ ^ dn 

und der Ausdruck 



— d. 



< 



Q 



(v=l,2, 8, 4;, .). 



YyV + *, 



rJ 



n-\ — 
yy 



2 f 



' yy 

ist offenbar nichts anderes^ wie der Abstand des Punktes iq Yom Punkte 



wir haben folglich, wenn ri innerhalb des Einheitskreises liegt. 



y 

yy 



- V < 



^ H — 
yy 



<hl + 



y 

y^ 



(v=l,2,S,..), 



also nach (14) und (13) 



(15) 



|y,r (1-hlV 



> 



dS;t} 



> 



ti 



y*iVi 



(»=1,»,S,4,- ■•) 



(7 + i") 
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Sei rj ein innerhalb des Fundamentalbereiches F^ gelegener Punkt^ 
und denken wir uns nun um dieBen Punkt herum einen kleinen, ganz 
innerhalb F^ befindlichen Bereich C^ abgegrenzt. Der ans C^ durch 
die Substitution S^ hervorgehende Bereich G^ liegt dann innerhalb des 
Bereiches 



und umgiebt den Punkt 



Da die Bereiche 



F =S F^ 

V y 



^Of ^1> ^2> ^»7 



sammtlich innerhalb des Einheitskreises liegen und überdies zufolge 
der Discontinuität der Gruppe d- sich nicht gegenseitig überdecken 
können^ ist die Summe ihrer Flächeninhalte 

00 

eine endliche Grosse, nämlich kleiner wie der Flächeninhalt x des 
Einheitskreises. 

Setzen wir nun, wie in der Nr. 283 (S. 95) 

so ist der Flächeninhalt von C^ in der Form 

(Po) 
darstellbar. Ebenso ist, wenn 

gesetzt wird, 



also, wenn wir p, q als neue Integrationsvariablen einffihren, 
oder mit Rücksicht auf die Gleichung (X) der Nr. 285 (S. 100) 



<'-//(■ 



dpdqy 



(16) 



«.-//l^ 

W 



2 



dpdq. 



Sei nun, wenn iy innerhalb des Bereiches G^ verbleibt, 

^>\n\, 

dann ist nach (15) innerhalb G^ 
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I Vr r (1 - ^) 



j> 



dn 



> 



Vr 



f ü + 4 



Bezeichnen wir also mit M^ den grössten, mit m^ den kleinsten 
Werth, den 

drj 
anzunehmen vermag, wenn rj innerhalb C^ verbleibt, so ist 

1 1 



M< 



m> 



I Yr r (1 - ^) 

1 1 



2> 



und folglich 
(17) 



' "'''ü + 4 



^y (1 — Af 



= -£" (»=1.2, 8...), 



WO K eine von v unabhängige Grösse bedeutet. 
Nach (16) ist aber 

ipo) 
also haben wir, da nach (17) 



Jf. 



ist, a potiori 



und folglich 






K* 



CL 



Jk!<z*^- 



a 



Betrachten wir nun zuvörderst die unendliche Reihe 



00 



dS^rj 
dri 



QO 



-2 

^=0 



^ ln^ + * 



—4 



SO ist die Summe derselben fQr Werthe von i^, die innerhalb C^ liegen, 
kleiner als 



iK<ii:c.. 



also, da die Summe der C^ einen endlichen Werth besitzt, jedenfalls 
ein bestimmter endlicher Werth. D. h. die Reihe 
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(18) 



OD 



ds^n 

dt} 



2 



convergirt, wenn tj innerhalb Cq verbleibt. 

Bezeichnen wir die Summe dieser Reihe (18) für einen Augen- 
Blick mit Sj so ist offenbar 

dS,v 



also fQr m > 2 



drj 



<s\ 



ds^n 

d7\ 



m 



m— 8 



<S' 



dS^ri 
drj 



d. h. jedes Glied der Reihe (10) ist kleiner^ als das entsprechende Glied 
der Reihe 



00 m — I 
y=0 



dS^ri 
dri 



deren Gonvergenz feststeht. Also convergirt die Reihe (10) allemal, 
Tvenn 17 innerhalb C^ verbleibt, und zwar unbedingt und gleich- 
massig. 

Nun können wir C^ so lange erweitem, bis es den ganzen Fun- 
damentalbereich F^ erfüllt. Femer können wir jeden der mit F^ con- 
gruenten Bereiche 

ebenso gut wie F^ selbst als Fundamentalbereich ansehen; die Reihe (10) 
ist also f&r m> 1 innerhalb des Einheitskreises conyergent. 

Sei nun rj ein Punkt ausserhalb des Einheitskreises, der mit 
keinem der dem rj = cx) entsprechenden Punkte zusammenfallt. Dann 
ist fQr den harmonischen, also innerhalb des Einheitskreises gelegenen 
Punkt 71^ die Reihe 



00 

»=■0 



dtj» 



— 8m 



convergent. 

Da 17 mit keinem der Punkte 



r»0 



zusammenfällt, ist stets 



1» + - 



>r, 



wo r eine bestimmte, yon Null verschiedene Grösse bedeutet; femer 
haben wir, wie früher gefanden wurde, für den innerhalb des Einheits- 
kreises gelegenen Punkt i; 



n' + i <h"l + 
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d. h. mit Rücksicht auf (13) 





V +- 



<1 + 



Es ist folglich 

y.Tj^ + J, 
d. h. jedes Glied 



1 H — 

Vr 



< 



f + ' 



I y,'? + K I 



— 2m 



der Reihe (10) ist für ein ausserhalb des Einheitskreises und in end- 
lichem Abstände von den Punkten gelegenes rj kleiner^ als das 

Vv 

entsprechende Glied der convergent^i Reihe 



00 



(^y\r,.' + >. 



r«0 



2m 



d. h. wir haben das Resultat: 

Die Reihe (10) convergirt für alle innerhalb des Ein- 
heitskreises befindlichen Stellen ri und für diejenigen ausser- 
halb des Einheitskreises befindlichen^ die von den aus 17 = 00 
durch die Substitutionen der Gruppe %' hervorgehenden 
Punkten in endlichem Abstände liegen. 

Damit ist denn auch die Convergenz der Fuchs 'sehen Thetareihe (8) 
erwiesen. 



307. Tragweite des ersten Convergenzbeweises« Erster Theil des 
zweiten Foinear^*80hen Convergensbe weises. 

Dieser erste Convergenzbeweis beruht auf einem Princip, wel- 
ches eine ähnliche Anwendung für eine grosse Glasse von discontinuir- 
lichen Gruppen gestattet. Und zwar nicht nur für solche Gruppen von 
projectiven Substitutionen einer veränderlichen Grösse, sondern einer- 
seits auch für discontinuirliche Gruppen von projectiven Substitutionen 
in mehreren veränderlichen Grössen, andererseits für discontinuirliche 
Gruppen von nicht projectiven Transformationen. 

Hat man z. B. eine discontinuirliche Gruppe von projectiven Sub- 
stitutionen in zwei Variabein 1^, f 



\ir) 



(*) 



«r+pr^+rrf 



«r+pr^+rrs 



(»•) 
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'w^oselbst 



«w „w „w 

IJ<*) p(») ^^) 

y'i" rS^'^ y^') 



= 1, 



so kann man unter gewissen beschränkenden Voraussetzungen mit 
Hülfe desselben Princips, welches bei dem eben dargelegten Beweise 
zur Anwendung gelangt ist, die Convergenz einer Reihe Ton der Form 

_ V* /^Hp^n + y^f «^^^ + P^''N + yi">g \ 1 

errveisen^ wo f den Algorithmus einer rationalen Function ^ m eine 
ganze Zahl grösser als Eins bedeutet. Diese Reihe hat dann offenbar 
die Eigenschaft^ dass^ bei Anwendung einer beliebigen Substitution der 
Gruppe, 

wird. Das Analoge gilt natürlich fär beliebig viele Variable. 

Durch Quotientenbildung können wir von diesen allgemeinen 
Reihen zu eindeutigen Functionen der beiden veränderlichen Grössen 
ri y i übergehen, die bei den Substitutionen der vorgelegten disconti- 
nuirlichen Gruppe ungeandert bleiben; die Wichtigkeit solcher Func- 
tionen für die Theorie der linearen Differentialgleichungen dritter und 
entsprechend höherer Ordnung ist nach den Erörterungen der Nummer 
205 (Bd. n, 1, S. 289 ff.) ohne Weiteres einleuchtend. Einige beson- 
dere Fälle solcher Functionen hat Herr Picard untersucht, einer all- 
gemeinen Theorie derselben scheinen sich aber noch bedeutende Schwie- 
rigkeiten entgegenzustellen. 

Während so der „erste Convergenzbeweis'' seiner allgemeinen prin- 
cipiellen Grundlage wegen besonderes Interesse beansprucht, hat der 
„zweite Poincarö'sche Convergenzbeweis", zu dessen Darlegung wir jetzt 
übergehen, unmittelbar nur für Fuchs 'sehe Gruppen Bedeutung, führt 
aber gerade dadurch, dass er auf die besondere Beschaffenheit dieser 
Gruppen Rücksicht nimmt, viel tiefer in die Natur dieser Gruppen 
und der bei denselben unveränderlichen Functionen hinein, als der erste. 

Dieser zweite Convergenzbeweis stützt sich wesentlich auf die 
Natur der Substitutionen der Gruppe %' als Verschiebungen, es 
wird daher zweckmässig sein, wenn wir jetzt wieder die Fläche von 
constantem Erümmungsmaasse heranziehen, die wir in den Nummern 
283—385 (S. 93 ff.) eingeführt und angewandt haben. 

Da wir den Einheitskreis 

ij^ — 1 = 
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eis gewühlt haben, so ist nach den in der Nr, 28Ö 
lengestellten Bezeichnungen die Buperßcietle Länge 
frei Funkten ij^, i;, erstreckten Cnrve (S gleich 



^/- 



\ä:}\ 



i rj Bt«tB ionerlialb des Einlieitekreises liegen muss, ?o 
1— l^äO 

ielle IiiliBlt einer, yon einer geecMosseneD Cnrve C be- 
st gleich. 






itatt der Coordinaten p, q die ebenen Polftrcoordi- 
Ühren, für welche 

ij) = p cos y , 
9 ^ (I sin 91 
¥ir das Doppelintegral (20) in der Form 

« G^ in der ij-Ebene, dessen Mittelpunkt der Punkt 
n Radius gleich p^i ist, entspricht auf der Fläche vom 
mungsmaasse — 1 eine Curve, deren Punkte nach den 
■• 284 (S. 98) von den Punkten ji — 0, g- = den 
tischen Abstand 



.-/i 



de 



rollen diese Grösse r^ den superficiellen Radius 
jne gezeichneten Kreises C^ nennen. Der superficielle 
eises ergiebt sich nach (20a) gleich 



.-4/.,/^ 



lesen Ausdruck den superficiellen Radius r^ ein, dureh 
in der Form 
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(23) Q, = l!^^ 

darstellt (vergl. Gleichung (13) der Nr. 285, S. 99), so erhalten wir 

*„ = «(/<' + «-'■» -2). 

Wir stellen uns nun die Aufgabe, die Anzahl derjenigen Punkte 
zu ermitteln, die aus einem innerhalb F^ gelegenen Punkte r^ durch 
die Substitutionen der Oruppe & hervorgehen und sammtlich innerhalb 
des Kreises C^ liegen. 

Ghrenzen wir um den Punkt rj herum einen ganz innerhalb von F^ 
befindlichen geschlossenen Bereich S^ ab, und betrachten wie beim 
ersten Beweise die Oesammtheit der aus 6^^ durch die Substitutionen 

der Oruppe d" hervorgehenden Bereiche (S^, so sind diese sammtlich 
unter einander congruent (im Sinne der Nr. 285, S. 101) und haben 
folglich denselben superficiellen Inhalt 2J. 

Denken wir uns die Bereiche ß^ für v = 0, 1, 2, • • • auf die Flache 
vom Constanten Erümmungsmaasse — 1 übertragen, so wird der geodä- 
tische Abstand irgend zweier Punkte der Begrenzung von 6^ eine gewisse 
obere Grenze 2 nicht überschreiten können; wegen der Congruenz aller 
^^ mit Sq hat die Grösse S für alle 6^ dieselbe Bedeutung wie für (S^. 

Wenn nun der Punkt S^rj innerhalb des Kreises C^ liegt, so kann 
der diesen Punkt umgebende Bereich (S^ über C^ hinausgreifen. Be- 
schreiben wir aber einen mit C^ concentrischen Kreis (7^, dessen super- 
ficieller Radius gleich r^ + S ist, so muss der Bereich ©^ jedenfalls 
ganz innerhalb C'^ liegen. 

Sei also N die Anzahl der innerhalb C^ gelegenen Punkte S^rj, 
so liegen mindestens N der Bereiche (S^ innerhalb des Kreises C'^. Die 
Summe der superficiellen Inhalte dieser N Bereiche S^ ist gleich 

N£, 
diese Samme mnss also jedenfalls kleiner sein, wie der superficielle Inhalt 

»(e'-o+«^g-'-o-«_2) 
des Kreises C'^. Wir haben demnach die Ungleichung 

(24) N<-^(/o+^ + c-'ö-* - 2); 

d. h.: 

Betrachten wir die Gesammtheit der Punkte, die aus 
einem innerhalb des Bereiches (S^ gelegenen i}-Werthe durch 
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titutionen der Gruppe d- hervorgehen, and die sieb 
n eines Kreises C^ mit dem Mittelpunkte 17 = und 
rficiellen Radius r^ befinden, so genfigt die Anzahl .V 
mkte der Ungleichung (24), vo S den superficiellec 
B Bereiches S^ und S das Maximum des geodätischeD 
3 zweier Funkte der Begrenzung von d^ von ein- 
bedeutet. 



Biter Theil des zweiten Convergenzbeweiseo. Typen von 
holoedrisoh isomorphen Fuoha'soben Qmppen. 

in a der auf der Fläche von constantem Erfimmungsmaasse 
geodätische Abstand des Punktes tj vom Punkte 1; = V, 
der superficielle Radius des durch den Punkt r} gel^^n, 

Sinheitskreise concentrischen Kreises, dann ist nach (23) 



der geot^tische Abstand des Punktes 
ij ^ 0, so ist auch 



1s.1i- 



.-+1 



;a der aieicioig (VIII) der Nr. 282 (S. 89) kaben wir aber 

y.v + *.) tf.i + ».) [1 - I S,1 1'] - 1 - 1 1 1', 

I 1 I' l-IS.ll' 
I J". 1 + *, 1 » — 1 1 1* 
; mit BOcksioht auf (25), (26) 



n wir uns nun eine unendliche Beihe mit dem Einheits- 
«ntriscber Kreise 

C,> C„ C„ ■ ■ • 

in Bnperficielle Radien in aritbmetiscber Progreesion wacbsen; 
r der superficielle Radius von C, sein, so dass also »r den 
in Radius des Kreises C daistelli. 
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Sei U^ die Summe derjenigen Terme der Reihe (10) 



CO , ^ m 



für welche die entsprechenden Punkte S^ri innerhalb des yon den 
Kreisen C^_^ und C^ begrenzten Ringes liegen, so können wir die 
Heilie (10) in der Form 
(lOa) D; + ?7^ + 0-^ + . . . 

schreiben, und die CouTergenz der Reihe (10a) zieht ohne Weiteres 
die Convergenz von (10) nach sich, da ja die letztere Reihe aus lauter 
positiven Gliedern besteht. 

Zufolge des in der Ungleichung (24) ausgedrückten Satzes ist die 
Anzahl der in U^ enthaltenen Glieder jedenfalls kleiner wie 

-J (e-+ß + e-"'--^ — 2)< 5 e"^+^ . 
Jedes dieser Glieder ist gemäss der Gleichung (27) kleiner, wie 

wir haben folglich 

Setzen wir also 

(28) f {e"" + e-" + 2)"* c^+"'- = K, 
so ist 

(29) J^,<-^^- 

Da m > 1 ist, so conyergirt die geometrische Progression 

CO 

^ «(m-l)r > 

die Reihe (10 a) ist demnach ebenfalls convergent. 

Bricht man die Reihe (10a) bei dem Gliede TJ^_^ ab, d. h. be- 
trachtet man die Summe derjenigen Terme, die innerhalb des Kreises 
^n-i gelegenen Punkten S^i^ entsprechen, so ist der Rest der Reihe 
gleich 

also nach (29) kleiner wie 

Tsr^nCm — l)r 

(30) ^' \ \ . 

^ ^ 1 g(m— l)r 
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Die weiteren Schlüsse^ die zu dem Gonvergenzsatze für die Thek- 
reihe (8) führen^ sind nun dieselben wie beim ersten Beweise. 

Um die tieferen Gonsequenzen , die sich aus dem zweiten Con 
yergenzbeweise ziehen lassen , darlegen zu können, müssen wir einige 
Bemerkungen über die Abhängigkeit einer Fuchs'schen Gruppe ^ toc 
den dieselbe bestimmenden Parametern vorausschicken. 

Betrachten wir die Basis 

(31) Ay ^7 '• A, ^a-f-i 

der Fuchs'schen Gruppe ^y so besteht zwischen diesen (<r -f* 1) ^^ 
stitutionen die Relation 

(32) Ä„^,A„-..Ä,A,^\. 
Wenn überdies einige der Substitution (31), etwa 

Av Av '" Af.^ 

elliptische Substitutionen sind, und für A^^ 

1 






** g^ 



» 



die durch 2x dividirte Winkelsunmie bei dem entsprechenden Cjklus 
von Ecken des Fundamentalbereiches I\ darstellt, wo also die g end- 
liehe positive ganze Zahlen bedeuten, so bestehen noch die Relationen 

(33) A'^r^l (x=i,a,...^). 

Da die Relationen (32), (33) die einzigen sind, die zwischen den 
Elementen der Basis (31) der Gruppe d" bestehen, so lasst sich jede 
Relation, die zwischen irgend welchen Substitutionen dieser Gruppe 
stattfindet, aus den Relatioiien (32), (33) herleiten, wir nennen die- 
selben darum mit Herrn Poincare die Fundamentalrelationen der 
Gruppe », 

Mögen nun für eine zweite Fuchs'sche Gruppe &' die Substitu- 
tionen 

(34) ^;, j^, ... ^;, ^;^, 

die analoge Bedeutung haben, wie die Substitutionen (31) für d-, so 
dass also die Relation 

befriedigt wird. Mögen femer 

Av Av '" Af. 

die elliptischen unter den Substitutionen (34) darstellen, und seien end- 
lich die Zahlen g die kleinsten, für welche die Gleichungen 



308. Holoedrisch isomorphe Gruppen. 189 

^'1" = ! (x=i; «,...;.) 

erfüllt sind, dann sind die beiden Gruppen d" und d' offenbar iso- 
morph und zwar holoedrisch isomorph (Nr. 179, Bd. II, 1, S. 177), 
ÖA, -wegen der Identität der Fundamentalrelationen in beiden Gruppen, 
der identischen Substitution der einen Gruppe nur wieder die identische 
Substitution der anderen entsprechen kann. Wir haben also den Satz: 
Fuchs'sche Gruppen sind dann und nur dann holoedrisch 
isomorph, wenn ihre Fundamentalbereiche dieselbe Anzahl 
von Cykeln und bei entprechenden Cykeln dieselben Winkel- 
summen besitzen. 

Der Satz wurde so gefasst, dass die in demselben fär den Fun- 
damentalbereich einer Fuchs'schen Gruppe enthaltenen Bedingungen 
bei erlaubten Abänderungen (Nr. 210, Bd. II, 1, S. 315) des Fun- 
damentalbereiches erhalten bleiben. 

Wir fassen alle mit einander holoedrisch isomorphen Fuchs'schen 
Gruppen in einen Typus zusammen; dann ist also ein solol^er Typus 
durch Angabe der Zahl 6 und der Zahlen 

1 V 

vollkommen bestimmt. 

Im Allgemeinen hängt die Gruppe %• von 3<r Parametern ab, als 
welche wir z. B. die 2<y + 2 Doppelpunkte der Substitutionen (31) 
und die tf + 1 Grössen 

wählen können; zwischen diesen 3<y -f- 3 Grössen bestehen dann zufolge 
der Gleichung (32) noch drei Relationen. Da aber ^ eine Fuchs'sche 
Gruppe sein sollte, die den Einheitskreis zum Orthogonalkreise hat, so 
ist fQr jede Substitution A^ durch Angabe des einen Doppelpunktes k^ 
der andere als sein harmonischer Werth schon mitgegeben, so dass 
also nebst den {p + 1) Grössen (35) nur noch [6 + 1) complexe 
Grössen, zwischen denen noch drei Relationen bestehen, zur Verfügung 
bleiben. 

Fixiren wir die (<y -|- 1) Grössen (35) dadurch, dass wir einen be- 
stimmten Typus I holoedrisch isomorpher Fuchs 'scher Gruppen in's 
Auge fassen, so bleiben also noch 6 — 2 complexe oder 26 — 4 reale 
Parameter zu unserer Verfügung. Diese Parameter haben, damit die 
betrachtete Gruppe eine Fuchs'sche, d. h. also eine discontinuirliche 
sei, ähnlich wie in den beiden in der Nr. 304 (S. 170) betrachteten 
Beispielen, auch allgemein gewisse Ungleichungen zu befriedigen. 
Durch diese Ungleichungen werden in dem Gebiete jener Parameter 
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gewisse continoirliche Gebilde bestimmt^ und es entspricbt dann jeder 
Stelle eines solchen continoirlichen Gebildes eine Fuchs 'sehe Gruppe, 
die dem betrachteten Typus T angehört. 

Fassen wir eines dieser continuirlichen Gebilde in's Auge, so können 
wir uns ^ < 2tf — 4 Parameter so gewählt denken, dass diesem con- 
tinuirlichen Gebilde ein (/i-fach ausgedehntes) Continuum im Gebieit 
dieser fi Parameter entspricht, und dass die Goefficienten der Substito- 
tionen der Gruppe etwa als rationale Functionen derselben er- 
scheinen; die so gewählten Parameter bezeichnen wir mit 

femer sei ^ jenes Continuum im Gebiete der veränderlichen Grossen u^ . 
welches so beschaffen ist, dass jeder Stelle desselben eine Fuchs'sche 
Gruppe unseres Typus entspricht. 

309. Parameter eines Typus holoedrisoh isomorpher Faohs'seher 
Qrappen. Gleichmässige Convergena der Thetareihe. 

Es sei &• die Fuchs'sche Gruppe des Typus T, in welcher die 
Parameter u^ unbestimmte, aber dem Continuum d angehörige Werthe 
besitzen. Bilden wir dann die Reihen (8), (10), (10a), so sind die 
Glieder derselben rationale Functionen der realen Yenmderlichen u^; 
wir werden nun auf Grund des zweiten Convergenzbeweises nachweisen, 
dass diese Reihen, von denen feststeht, dass sie fELr jedes dem Conti- 
na^ »ge W Werthe,,*« d« u, c„e,gi,e,,,\.eiige P..e. 
tionen dieser realen Variabelu sind. 

Betrachten wir z. B. einen Punkt 17, der innerhalb des Fundamen- 
talbereiches Fq der Gruppe d" liegt. Lassen wir die u^ sich verändern, 
so verändert sich auch der Fundamentalbereich F^'^ wir wollen uns die 
u^ auf eine hinreichend kleine Umgebung einer bestimmten Stelle des 
Continuums (S beschränkt denken. Wenn wir dann den beim zweiten 
Convergenzbeweise benutzten Bereich 6^^, der die Stelle rj umgiebt, 
hinreichend klein wählen, so können wir die Umgebung der betrach- 
teten Stelle des Continuums d so klein einrichten, dass der Bereich S^ 
allemal innerhalb F^ verbleibt, wenn die u^ innerhalb jener Umgebung 
verbleiben. 

Die durch die Gleichung (28) definirte Grösse K hängt nur von 
der Natur des Bereiches 6^ und von der die Anordnung der Glieder 
der Reihe (10) bestimmenden Grosse r ab. Die Ungleichung (29) be- 
steht folglich für alle in Betracht gezogenen Werthesysteme der m^. 

Fassen wir in der Fuchs 'sehen Thetareihe (8) diejenigen Glieder 
zusammen, die den in das Agreggat U^ zusammengefassten Gliedern 
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der Reihe (10) entsprechen, und bezeichnen die Summe dieser Glieder 
durch W^, so ist nach der in der Nr. 305 (S. 177) bewiesenen Un- 
gleichung 



offenbar auch 



-<-.') (^) 



m 



< 



M 



lY.n+^yl 



im 



d. h. die beiden Reihen 



W \<MU y 






n = l 



«»0 



Y^V + ^^ 



im 



haben die Eigenschaft, dass sich stets, wenn man die u^ auf eine ge- 
Tvisse Umgebung einer beliebigen Stelle des Continuums 6^ beschränkt, 
die convergente Reihe mit lauter positiven Gliedern 



CO 



2 



MK 



jt{m — l)r 



SO angeben lasst, dass sowohl | W^ \ als auch U^ kleiner sind, wie 

MK 

^»(m — l)r 5 

dabei bedeutet M eine Zahl, die je nachdem M grösser oder kleiner 
als Eins ist, gleich M oder grösser wie jSf, aber jedenfalls grösser als 
Eins gewählt werden muss. 

Nun gelten bekanntlich die folgenden Sätze über Reihen, deren 
GHeder Functionen von gewissen realen veränderUchen Grössen sind. 

Hat man eine Reihe 



(I) 






1I=b1 



wo die F^(Wi, u^, •• • w ) innerhalb eines Continuums (£ stetige Func- 
tionen der realen Yariabeln u^, u^, • •• u sind, und lässt sich für eine 
Stelle des Continuums (J eine convergente Reihe mit von den u^ un- 
abhängigen positiven Gliedern 



OS 



(H) 



2' 



SO angeben, dass für alle Werthe der u^ in einer gewissen Umgebung 
dieser Stelle die Ungleichung 
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befriedigt wird, so ist die Reihe (I) in der Umgebung der betreffenden 
Stelle des Continaums unbedingt und gleichmässig convergent 

Wenn die Reihe (I) in der Umgebung jeder Stelle des Cootinuams Ü 
gleichmässig convergirt, so convergirt sie innerhalb des ganzen Conti- 
nuums @ gleichmässig. 

Eine Reihe , deren Olieder stetige Functionen der u^ sind, stellt 
innerhalb eines Bereiches, wo dieselbe gleichmässig convergent ist, eine 
stetige Function der Variabein u^ dar. 

Die Anwendung dieser Sätze auf die Reihen 

00 OD 

ergiebt also in der That: 

Die Reihen (8) und (10) stellen innerhalb des Conti- 
nuums S stetige Functionen der realen Variabein 

Mj, w„ ... u^ 
dar. 

Betrachten wir statt der realen Parameter u., u., • * * u die 
6 — 2 complexen Parameter v^, v^, ... v^__^, von denen eine Gruppe 
des Typus T abhängt, so wird es sich im Allgemeinen ereignen, dass 
die Ungleichheitsbedingungen, denen die t;^, t?j, • • • t;^_j zu unter- 
werfen sind, damit die Gruppe eine discontinuirUche sei, gewisse Con- 
tinua in dem (26 — 4) -fach ausgedehnten Gebiete der complexen Va- 
riabein V, , V,, ••• V . bestimmen. Denken wir uns dann diese 

i ' «' o — M 

Variabein so eingerichtet, dass die Coefficienten der Substitutionen der 
Gruppe d' rationale Functionen derselben sind, so sind auch die Coeffi- 
cienten der Thetareihe (8) rationale Functionen der v^, v^, • • • v^_^. 
Nun gilt der allgemeine Satz von Weierstrass: 
Wenn die Glieder einer Reihe rationale Functionen gewisser com- 
plexer Variabein sind, so stellt diese Reihe innerhalb eines Gontinuums, 
wo dieselbe gleichmässig convergirt, einen eindeutigen Zweig einer 
monogenen Function jener Variabein dar. 

Also sind die 9-Reihen innerhalb eines jeden der gedach- 
ten Continua eindeutige Zweige monogener Functionen der 

^U ^27 ••• ^a-2> 

natürlich aber im Allgemeinen, innerhalb verschiedener die- 
ser Continua Zweige verschiedener monogener Functionen. 



Zweites Kapitel. 

310. BntwiokelTingen der FnohB'sohen ThetafOnotionen in der Um- 
gebung der Doppelpunkte elliptisoher, hyperboÜBOhery parabolischer 

SnbüLilutionen. 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung weiterer Eigenschaften 
der Fuchs 'sehen Thetareihe (8) (S. 175), beziehungsweise der durch 
dieselbe dargestellten Function. 

In der Umgebung jeder Stelle, wo die Reihe (10) (S. 176) conver- 
girty steUt dieselbe eine eindeutige Function von i; dar, die sich an der 
betreffenden Stelle regulär verhält. 

Bedeuten c^^y ct^y " ' % ^® Unendlichkeitsstellen der rationalen 
Function S(rf)y so gehören die Stellen 



S^a^ (x=l,2, -..j; v^O, 1,2,...) 

einerseits und die dem Punkte ij =» oo entsprechenden Stellen 



-^ 



andererseits nicht zum Convergenzbereiche der Reihe (8), da für jede 
dieser Stellen ein Glied der Thetareihe unendlich wird. Lässt man aber 
das betreffende Glied aus der Reihe (8) weg, so bleibt die übrige Reihe 
convergent, wir können also sagen: 

Die durch die Reihe (8) dargestellte Function von rj 
wird an den Stellen 

(36) S^a^, — - (x=.i,2, ...9; r=o, 1,2, . .) 

wie eine rationale Function unendlich gross. 

Betrachten wir nun die Reihe (8) in der Umgebung eines Doppel- 
punktes einer Substitution der Gruppe d: 

Sei zunächst S eine elliptische Substitution von d; dann muss 
dieselbe (vergl. Nr. 287, S. 109) aus einer der elliptischen Substitu- 

Sohleiinger, DifferviitiAlgleloliiuigeii. II, i. 13 
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tionen der Basis von ^ durch Transformation mit einer Substitation 
von d" hervorgehen; die canonische Form von S lautet also 

WO X eine innerhalb des Einheitskreises gelegene Ecke eines Bereiches 
F^y k den zu X harmonischen Werth und r ein ganzzahliges Viel- 
faches von einer der Zahlen 

bedeutet. 

Eine hyperbolische Substitution S von -ö* hat die Form 

^ ^ Sv — l^i ^ — f*i ' 

"^^ f^i? f^s Punkte auf der Peripherie des Einbeitskreises^ s eine reale 
Grösse bedeutet; endlich lautet eine parabolische Substitution S 
von Q' in der canonischen Form 

(39) s^ = ~i-\-r, 

wo X eine auf der Peripherie des Einheitskreises gelegene Ecke eines 
Bereiches F^ sein muss. 

Allemal können wir eine unendliche Folge von Substitutionen 

1 U Z Z ' " 

der Gruppe «O* so angeben^ dass sich jede Substitution von d' auf eine 

Weise in der Form 

(40) 2^^ 

darsfellen lässt, wo q die Reihe der ganzen Zahlen von — oo bis 
-f- oo durchläuft, wir schreiben demgemäss in leicht verstandlicher 
Symbolik 

«• = (1, £„ 2?„ •••)(•••, ^\ 8-\ 1, S, ^, ...); 

wenn 8 eine elliptische Substitution ist, so ist in (40) dem p nur 
eine endliche Anzahl von Werthen beizulegen. 

Setzen wir im Falle einer elliptischen Substitution (37) 

so ergiebt sich 



woselbst 



^Ä^)(^)=(a>(-.o(^0' 
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H,it) ^ Hin) (^^y, 



also ^eich einer rationalen Function Ton S zu nehmen ist. Wir finden 
denuiach ' 



«»© -^^.(-.o{^T- 



Bezeichnen wir die den U^ entsprechenden Substitutionen von £ 
durch 

2: «-X^ 



^«6= — ö (x=-0,1.2, ■), 



so laset sich jedes T^i auf eine Weise in der Form 
darstellen^ wo g den Nenner von r bedeutet; wir haben also 

oder, wenn wir die rationale Function von t 
setzen, 

Führen wir durch die Gleichung 
eine neue Variable ein, so ist 

eine rationale Function von t^ und wir erhalten 

X 

oder, da 

dlogS ^ X-1^ 

d^ (^ - X) (12 - 1^) 

gefanden wird, 



00 



e in) (n - x")*"" -= (a - a")- r'"^'*« (6*) • 



13 
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Sei in der Umgebung von ^ = 

00 

dann haben wir also 

(41) ©(,) (1, - A»)"" = g''- (i, + . . ■). 

Die Stelle 17 = A ist folglich für die durch die Thetareihe dargestellte 
Function allgemein gesprochen eine Nullstelle von der Ordnung gq — m, 
wenn wir 17 — A als unendlich kleine Grösse erster Ordnung betrachten. 
Nehmen wir^ was mit Rücksicht auf spätere Anwendungen zweck- 
mässiger ist^ 

in - ky 

als das Unendlichkleine erster Ordnung, so ist die Stelle 17 = Jl eine 
Nullstelle von der Ordnung 

9' 
wo p durch die Gleichung 

P = 9i — ^ 
bestimmt ist; p ist also eine Zahl, die der Gongruenz 

p lEi — m (moAg) 
genügt. 

Im Falle einer hyperbolischen Substitution (38) setzen wir ähn- 
lich wie vorhin 

dann ist 

m * 4-» 

Aus der unbedingten Convergenz der Thetareihe folgt die anbe- 
dingte Convergenz der Theilreihe 

die durch dieselbe dargestellte Function von g verwandelt sich, wenn wir 

* = logg 
setzen, in eine eindeutige Function 

9'«(S)-9'«(«')-«,(0 
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von t, die offenbar die beiden Perioden 

besitzt. Bezeichnen wir durch 

die Unendlichkeitsstellen der rationalen Function H (g), so besitzt die 
doppeltperiodische Function Xx(0 innerhalb ihres Periodenparallelo- 
gramms die unendlichkeitsstellen 

sie lässt sich also durch eine doppeltperiodische Function s^ die inner- 
halb des Periodenparallelogranuns nur an zwei Stellen unendlich wird^ 
in der Form 

darstellen, wo V'^(s), ^^^(ä) rationale Functionen von s bedeuten. 
Wir erhalten also für die Thetafanction die Entwickelung 



00 



««-(^)2kw +?,*.(')]. 



x=0 



aus welcher erhellt, dass die Doppelpunkte /li^, ft^ der hyperbolischen 
Substitution S Unbestimmtheitsstellen für die Thetafiinction sind. 
Betrachten wir endlich den Fall der parabolischen Substitu- 
tion (39) und setzen 

^ 27rÄ 1 ^ 2«» 1 



H, (0 = Hin) C4)'", ff,(r, g) ('^T= 'S AD , 

so ergiebt sich 

Lassen wir 1; aus dem Innern des Einheitskreises kommend in 
den Punkt l einrücken, so wird t, in bestimmter Weise unendlich. 
Es ist . 

also wird H^i^) für iy = A, d. h. für g = cx> gleich Null; dasselbe gilt 
offenbar auch für 

*.«) - ^. (t ^) (T^rtÄ s:,^J" 
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und folglich wird auch die Function 

4-0O 

für g = cx) gleich Null. 

Die Function 9>^(() ist eine eindeutige periodische Function mit 
der Periode 2jci von g, die innerhalb des Periodenstreifens nur an 
einer endlichen Anzahl von Stellen unendlich wird^ sie ist folglich 
als rationale Function von 

darstellbar; sei 

wo also Xx ^^^ Algorithmus einer rationalen Function bedeutet. Wir 
haben demnach 

^i^) = (^T^^xß) = (- ^T ^2xM 

und hieraus folgt (vergLNr.203, BAU, 1, S.284), dass die Thetafimction 
nach Multiplication mit {rj — A) nach positiren ganzen Potenzen tod 

27ti 1 inj 1 

t = e' ''-'■ oder ^^e" *"' 

entwickelt werden kann^ je nachdem wir uns auf eine innerhalb oder 
ausserhalb des Einheitskreises gelegene hinreichend kleine Umgebung 
des Doppelpunktes X der parabolischen Substitution 8 beschranken. 
Die Doppelpunkte parabolischer Substitutionen sind also auch ünbe- 
stimmtheitsstellen der Thetafiinction und zwar Unbestimmtheitsstellen 
von ähnlicher Natur, wie der unendlich ferne Punkt für eine perio- 
dische Function, die sich im Endlichen wie eine rationale Function 
verhält. 



311. Die Anzahl der verschiedenen Null- und ÜnendliohkeitBBtellen 
der Fuchs^BOhen Thetaftmetionen, dargestellt durch ein bestimmtes 

Integral. 

Wir erkennen aus den vorstehenden Betrachtungen, dass die Peri- 
pherie des Einheitskreises überall dicht besetzt ist mit Unbestimmt- 
heitsstellen der durch die Thetareihe dargestellten Function. Be- 
schranken wir also ri auf das Innere des Einheitskreises, so stellt uns 
die Thetareihe eine monogene Function von tri dar, die über die Peri- 
pherie des Einheitskreises hinweg nicht fortgesetzt werden kann, ebenso 
stellt uns die Thetareihe für Werthe von ij, deren absoluter Betrag 
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girösser ist wie Eins^ eine monogene Function dar, die keine Fortsetzung 
nach dem Innern des Einheitskreises gestattet. 

Wir haben also einen einheitlichen analytischen Ausdruck^ der uns 
im Innern und im Aeussem .des Einheitskreises zwei verschiedene mono- 
gene Functionen von iy darstellt. 

Entsprechend der für die zur Gruppe d' gehörigen Fuchs'schen 
Functionen festgehaltenen Convention betrachten wir im Folgenden 
izamer nur die innerhalb des Einheitskreises existirende Function und 
bezeichnen diese als die durch die Reihe (8) dargestellte Fuchs 's che 
Thetafunction ®(i?). 

Wir wenden uns nun zur genaueren Untersuchung der Nullstellen 
und XJnendlichkeitsstellen einer Fuchs'schen Thetafunction. 

Wenn die Thetafunction an einer Stelle verschwindet oder unend- 
lich wird, so zeigt sie offenbar an den aus dieser Stelle durch die Sub- 
stitutionen der Grruppe d' hervorgehenden correspondirenden Stellen das 
gleiche Verhalten. 

Es entspricht also jeder innerhalb des Fundamentalbereiches F^ 
gelegenen Nullstelle eine correspondirende Nullstelle in den congruenten 
Bereichen F^, die wir von der innerhalb F^ befindlichen als nicht 
wesentlich verschieden ansehen wollen. Da die XJnendlichkeitstellen 
von der Form 



sämmtlich ausserhalb des Einheitskreises liegen, so kommen dieselben 
ftlr die innerhalb dieses Kreises existirenden Thetafunctionen nicht in 
Betracht. Jeder im Innern des Einheitskreises gelegenen Unendlich- 
keitssteUe der rationalen Function H(rj) entspricht im Allgemeinen 
eine innerhalb F^ gelegene Unendlichkeitsstelle einer der Functionen 

Wir können uns folglich auf die Untersuchung der innerhalb des 
Fundamentalbereiches F^ gelegenen Null- und Unendlichkeitsstellen der 
Function 0(ri) beschränken. 

Wenn eine Null- oder Unendlichkeitsstelle von &(ri) innerhalb 
oder auf einer Seite von F^ gelegen ist und nicht gerade mit einer 
Ecke von F^ zusammenfallt^ so zählen wir dieselbe in der in der Ana- 
lysis üblichen Weise als sovielfache Nullstelle, wie der Exponent der- 
jenigen Potenz von iq — a beträgt, mit welcher die Entwickelung von 
®(7i) in der Umgebung dieser Stelle a beginnt. Dabei ist zu be- 
merken, dass von zwei congruenten Seiten 5^, s^ des Bereiches F^ 
stets nur die eine^ z. B. s^y als wirklich zu dem Fundamentalbereiche 
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gehörig anzusehen ist, während die andere s'^ dem benachbarten Be- 
reiche F^ zugezahlt werden muss. 

Wenn eine Ecke A^, die einen einelementigen Cyklnfi bildet^ eine 
Null- oder Unendlichkeitsstelle von 9 (17) ist, so gehört diese Ecke^ faüis 
der daselbst vorhandene Winkel von F^ 

von Null verschieden ist, g^ verschiedenen in dieser Ecke zusammen- 
stossenden Bereichen J^^ gleichzeitig an, wir werden also, wie bereits 

oben geschehen ist (Nr. 810, S. 196), diese Ecke als (— j-fache Null- 
stelle zu zählen haben, wenn die Entwickelung von 9 (17) in der Um- 
gebung von 17 = A^ die Form (41) (a. a. 0. für ^r = g^ hat. 

Wenn die Ecke A^ , , eine Nullstelle oder Unendlichkeitsstelle TOn 
0(17) ist, so gilt das Gleiche von den sämmtlichen Ecken des tf-glied- 
rigen Cyklus, zu dem A^ , ^ gehört. Wir zählen dann, wenn die Ent- 
wickelung von 0(77) in der Umgebung von A^ , ^ mit der Potenz 

beginnt, die Ecke A^ , ^ als eine 

fache NullsteUe, so dass also die 6 den Cyklus bildenden Ecken zu- 
sammengenommen eine NullsteUe von der Yielfachheit 

repräsentiren. Natürlich gilt dies nur, wenn g^x^ einen endlichen Werth 
besitzt. 

Um allgemein alle durch erlaubte Abänderungen von t^ ent- 
stehenden Fundamentalbereiche, wo die Cykelnvertheilung der Ecken 
eine andere sein kann, wie für P^, mit zu umfassen, sagen wir: 

Wenn die Ecken A, X\ • • • k^^^^ zusammen einen ft- gliedrigen 
Cyklus bilden, für welchen die Winkelsumme gleich 

In 

ist, und wenn die Entwickelung der Thetafanction in der Umgebung 
von l mit der Potenz 

beginnt, so zählt jedes der X, X', • • • A^""^^ als eine 
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fadie, und somit der ganze Cyklus als eine (~j- fache, innerhalb des 

Fundamentalbereiches gelegene Nullstelle von ®{ri). Es ist dann stets 

p^ — m (mod g). 

Im Falle einer auf dem Einheitskreise gelegenen Ecke A, die also 
zu einer parabolischen Substitution S gehört, zahlen wir dieselbe, be- 
zieliimgsweise die Gesammtheit der Ecken, die mit ,X zusammen einen 
Cyklus bilden, als ^- fache Nullstelle, wenn die Entwickelung der mit 
{jl — A) "* multiplicirten Thetafunction nach Potenzen von 

%ni 1 

mit der p-ten Potenz von t beginnt. 

Wir fragen nun nach der Anzahl der innerhalb F^ gelegenen, 
d. h. der wesentlich von einander verschiedenen Nullstellen der Theta- 
function. 

Sei für x = 1, 2, • • • tf die Ecke A^ eine Nullstelle von der Ord- 
nung 

f^y i)^ + m^0(mod5r^), 

und möge der von den Ecken A^ , j, A^ , j, • • • X^^T^"^ gebildete Cyklus 
eine Nullstelle von der Ordnung 

77"' , Pa+i + m = (mod (/ ) , 

reprasentiren. Das Auftreten parabolischer Substitutionen 
möge vorläufig ausgeschlossen werden. 

Wenn dann im Innern von F^ noch p^ einfach zu zählende Null- 
stellen der Function S{ri) liegen, so beträgt die Gesammtzahl der 
wesentlich verschiedenen Nullstellen von &{ri) 

<T-f 1 

(42) P=P^+21t- 

Bedeute nun q die Anzahl der einfach zu zählenden ünendlichkeits- 
stellen der rationalen Function jH'(i?), die innerhalb des Einheits- 
kreises gelegen sind, oder genauer gesprochen die Anzahl derjenigen 
dieser XJnendlichkeitsstellen, denen innerhalb F^ gelegene TJnendlichkeits- 
stellen der Function ®{ri) entsprechen, dann ist bekanntlich 



(43) ,._,_^/lj5|^,,, 
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wo das Integral über die Begrenzung von F^ zu erstrecken ist. Da die 
Ecken von jP^, die wirkliche Nullstellen von 0(iy) sind, zu Unendlieh- 
keitstellen der zu integrirenden Function dlog S(i]) Veranlassung geben, 
hat man bei der Integration diese Ecken in unendlich kleinen Gurren 
zu umgehen; wir können diese Gurven z. B. als kleine Kreisbogen 
wählen, deren Mittelpunkte in den betreffenden Ecken liegen. 

312. Berechnting der Anzahl der wesentlich verschiedenen Null- 
Btellen, wenn keine parabolisohen Substitutionen auftreten. Bedeu- 
tung als snperflcieller Inhalt des Fundamentalbereiehes. 

Betrachten wir zunächst die Integrale über diese kleinen Curven. 
In der Umgebung von X^ ist 

®(v) = (.v- K)"' («0 + ^1 ('J - ^x) + ' • •), 
&'{v) =pAn- KY"'' (fo + *, c? - -^x) + • • •), 

also 

S'Cn) p 

Integriren wir also über einen kleinen Kreis mit dem Mittelpunkte 1^, 
so ist 

(44) f-^^ä,=p^.2.i. 

Das Integral verläuft dabei im positiven Sinne, d. h. so, dass der ein- 
geschlossene Punkt X zur Linken bleibt. Das Integral über die Be- 
grenzung von Fq ist 80 zu erstrecken, dass der Fundamentalbereich F^ 
zur Linken bleibt, also ist der bei Berechnung von (43) in Betracht 
kommende Theil des Integrals (44) im negativen Sinne zu nehmen; 
wir schreiben dies 






Von diesem Integrale ist für x = 1, 2, • • • ö der auf den Bogen mit 
dem Centriwinkel 

entfallende Theil zu nehmen, wir haben also den Beitrag 

zum Integrale (43). Ebenso ergiebt sich von den auf die Ecken 
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\>ezügliclien Integralen, wo die Winkelsumme von F^ den (j'^ , 1)**'° Theil 
von 2% betragt, der Gesammtbeitrag 

9a-\.X ' 

SO dass also von den kleinen, die Ecken von F^ umgehenden Gurren 
der Beitrag 

(7 4-1 



(45) — 27ci^ 



X=sl 



9n 



ZU dem Integrale (43) geliefert wird. 

Die Integrale über die Seiten von F^ paaren sich zu je zweien, 
die über congruente Seiten s^j s^ erstreckt sind; wir haben also 

wo das negative Vorzeichen vor dem zweiten Integrale geschrieben 
wurde, um anzudeuten, dass wahrend s^ in der Richtung von A^ nach 

A^ Tj*^ durchlaufen wird, die correspondirende Seite s'^ in der Richtung 

von A i_- nach A hin zu durchlaufen ist. 

Nun ist, da s'^ aus 5^ durch die Substitution A^ri hervorgeht (vergl. 
Nr. 215, Bd. H, l' S. 337), 

(9^) f«x) («x) 

Femer haben wir nach Gleichung (9) der Nr. 305 (S. 176) 

®Ux^)=®W(-^) , 

also durch logarithmische Differentiation 

/dA^rA 
d \o^e{A^ri) = d log ein) — mdlo^ \dir) ' 

es ist folglich 

J dlog ®(i,) -fd log ®(,) = mjdlogi^-^) = m [log-^f^] ""*"' 
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diese Differenz hat demnacli den Werth 

Wir finden also für die Summe (45) einen Ausdruck von der 
Form 

wo R eine reale Grösse bedeutet Nach den Ergebnissen der Nr. 199, 
(Bd. II, 1, S. 268) ist 

am für den Aasdruck 



2 



K^'),.-. 



eine genaue Werthbestimmung zu erhalten, verfahren wir folgender- 
massen. 

Denken wir uns in jeder der Ecken X^^^ an die beiden daselbst 
zusammenstossenden Seiten von F^ die Tangenten gezogen, so erhalten 
wir ein gradliniges sternförmiges (2(T)-Eck, dessen Winkelsumme gleich 

(2<r — 2);r 

ist. Die Summe der Winkel dieses (2tf)-Ecks, die bei Ecken ^^x^ 
liegen, ist nichts anderes wie 

2gr 

während der Winkel, den die von i^^\^ und ^^TI^ ausgehenden und 
aufeinander folgenden Seiten mit einander einschliessen, offenbar gleich 
dem Werthe von 



A^^C-^') 



im Punkte A^*, /^ gefunden wird. 
Wir haben also 



x=l ^ ' ^ ^a4-l 



und der Coefficient von i in der Summe (45) hat folglich den Werth 



m 



(2«-2)«-2«2'^)- 
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Das Integral (43) ergiebt sich demnacli gleich 

R + i 2mx{6 — 1) — 2ni^ ??L:r_^ j ^ 



1 



27ci 

und da dasselbe einen realen Werth haben muss, ist 

B = 0, 
d. h. wir finden 

p^ — q = m{6 — l) -2j —^ — , 

x=l ^* 

TITO die unter dem Summenzeichen stehenden Glieder zufolge der für 
die p^ bestehenden Congruenzen ganze Zahlen sind. 

Die Gesammtzahl p der innerhalb F^ gelegenen^ d. h. wesentlich 
Yon einander verschiedenen Nullstellen der Function ^{yi) ist also 
nach (42) 



j9 = g 4" 2w 



liiiU ^gj 



Uebertragen wir den Fundamentalbereich F^ auf die Flache vom 
Constanten ErOmmungsmaasse — 1 , so erhalten wir ein von geodäti- 
schen Linien gebildetes (2tf)-Eck^ dessen Winkelsumme gleich 



tf9x Sa + X 



ist. Nun hat man nach Gauss für die Totalkrümmung (curvatura 
integra) eines auf einer Fläche vom Erümmungsmaasse K gelegenen 
geodätischen Dreiecks^ dessen Winkel gleich A, B, C sind die Formel 

fEdw^Ä + B-i- C — 1C, 

wo dw das Flächenelement bedeutet und die Integration über das Innere 
des betrachteten Dreiecks zu erstrecken ist. Wenn also die Krümmung 
der Flache constant und zwar 

K 1 

ist; so ist der Inhalt des betrachteten geodätischen Dreiecks gleich 

Jdw = « — (^ + JB + C). 

Der Inhalt unseres dem Fundamentalbereiche F^ entsprechenden 
geodätischen (2<r)-Ecks ist hiemach gleich 

flr + l 

26% — ^, — — 2%, 



20G XV. Theorie der Fucha'schen Functionen. Kapitel 2. 

also gleich 



Der Ausdruck 



X=l * 



ist also stets positiv und stellt, abgesehen von dem Factor 4«, den 
superficiellen Inhalt des Fundamentalbereiches F^ dar. 

Wir schliessen hieraus , dass die Anzahl der wesentlich verschie- 
denen Nullstellen 

(48) ß = g + 2m=^ 

der Thetafimction stets grösser ist wie die Anzahl q der Unendlich- 
keitsstellen innerhalb F^. 

In den Fällen, wo die unabhängige Variable einer Gauss'schen 
Differentialgleichung eine rationale Function des Integralquotienten war, 
d. h. für die endlichen Gruppen projectiver Substitutionen, ergab sich die 
durch die Gleichung (47) definirte Grösse v als ganze Zahl und wesent- 
lich positiv. Wir können sogar auf Grund der Betrachtungen der 
Nr. 299 (S. 149) (vergl. die Nr. 326) sagen : 

Allemal, wenn die durch die Gleichung (47) definirte Zahl v f&r 
eine discontinuirUche Gruppe d positiv ist, muss sie eine ganze Zahl sein. 



313. Der Fall, wo parabolische Substitiitioiien auftreten. Bildimg 
von Fnohs^BOhen Funotionen ans Thetaftinctionen. 

Wir lassen nun die Beschränkung, dass sich unter den Substitn- 
tionen 

Ay "^V •" ^y ^a+l 

keine parabolische befindet, fallen. Dann bleiben alle unter dieser Be- 
schränkung gemachten Schlüsse richtig, es handelt sich nur um die 
Berechnung des Integrals 

fd log 0(ij), 

erstreckt über eine kleine Curve, die ganz innerhalb F^ verläuft und 
eine parabolische Ecke, d. h. den Doppelpunkt A einer parabolischen 
Substitution A 

umgiebt. 



313. Parabolische Substitutionen. 207 

Setzen wir 



ini 



r = e , 

so ist in der Nähe der Stelle A die Thetafunction in der Form 

X 

(n — K) 

darstellbar^ wo ^Jf) ^^^® ^^"^ positiven ganzen Potenzen von t fort- 
schreitende Reihe bedeutet, die för f = nicht verschwindet; p^ ist 
eine ganze Zahl. 

Wenn iq in einem kleinen Kreise, dessen Mittelpunkt in k^ liegt, 
von einem Punkte der Seite s^ nach dem correspondirenden Punkte der 
Seite s^=A^s^ geht, so hat t einen kleinen Kreis mit dem Mittel- 
punkte ^ = vollständig durchlaufen, und zwar erfolgt die Bewegung 
Yon t so, dass der Punkt ^ = zur Rechten bleibt, weil bei der ent- 
sprechenden Bewegung von 17 der Punkt A^ zur Rechten (die Fläche 
F^ zur Linken) liegt. Bilden wir also das Integral 

Jd log &{ri) 

längs dieses kleinen KreisbogeuB der i^-Ebene, so ergiebt sich, da 

d log e{ri) = d log (1? - kX'"" + d log f'^ $^ (0 
ist, offenbar 

Jd log ©(,) =Jd log in - AJ-*" +/d log f'^if). 

Das erste Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwindet, 
wenn wir den Radius des kleinen Kreisbogens der ij- Ebene unendlich 
klein nehmen, das zweite Integral dagegen reducirt sich auf 

— 2ä*X, 
wir haben folglich 

Jd log 0(12) = — 2 %ip^ . 

Berechnen wir also wie in dem vorhin betrachteten Falle das über 
die Begrenzung von jF^ erstreckte Integral von d log ö(^), so finden wir 

fd\og@iri) = 2«i[m(ff- 1) -2^-^ "^^'^ 

WO sich die erste Summe in der eckigen Klammer auf die elliptischen 
Substitutionen 

die zweite Summe auf die parabolischen unter den 

bezieht. 
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Wenn wir im Sinne der gemachten Festsetzung die parabolische 
Ecke X^ als eine p^-fach zu zählende Nullstelle ansehen, so finden wir 
also für die Gesammtzahl der wesentlich verschiedenen Nullstellen toh 
&(ri) den Ausdruck 

i.-.+2»[2(|-ii)-x+i], 

WO sich die Summation wieder auf die elliptischen Substitutionen A^^ 
bezieht und r die Anzahl der parabolischen Substitutionen unter den 

Af A> '" ^a+i 
bedeutet. Beachten wir nunmehr, dass für eine parabolische Sabstitn- 
tion das entsprechende g^ unendlich gross zu nehmen ist, so haben wir 
also auch in dem allgemeinen Falle für p die Formel 

wo V die durch die Gleichung (47) festgelegte Bedeutung hat. 

Die Formel (48) ist also ganz allgemein gültig, und offenbar be- 
deutet auch im allgemeinen Falle 

— 4ä 



V 



den superficieUen Inhalt des Fundamentalbereiches F^. 

Wenn wir wie üblich die Unendlichkeitsstellen als negative Null- 
steilen zählen (was bei den eventuell in den Ecken von F^ gel^ienen 
Unendlichkeitsstellen auch bisher schon geschehen ist), so haben wir 
also für die Gesammtzahl p — q der wesentlich verschiedenen Null- 
steUen den Satz: 

Die Anzahl der wesentlich verschiedenen Nullstellen der 
durch die Reihe (8) dargestellten Fuchs'schen Thetafunction 
ist proportional der Zahl m und dem superficiellen Inhalte 
des Fundamentalbereiches der Gruppe d'. 

Mit Hülfe der durch Reihen von der Form (8) der Nr. 305 
(S. 175) definirten Thetafunctionen lassen sich, wie wir am a. a. 0. 
bereits bemerkt haben, durch Quotientenbildung eindeutige Functionen 
herstellen, die bei den Substitutionen der Gruppe d' ungeandert bleiben. 
Betrachten wir den daselbst gebildeten Quotienten 



m = 






zweier zur selben Zahl m gehöriger Thetafunctionen, und sei p^ die An- 
zahl der Nullstellen, q^ die Anzahl der Unendlichkeitsstellen von ©^ (t;) 
innerhalb F^ und mögen p^, q^ die analoge Bedeutung für 0j(ij) haben, 
dann ist im Allgemeinen p^ + q^ die Anzahl der Nullstellen, p^ + ?2 
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die Anzahl der Unendlichkeitsstellen der Function /*(?/) innerhalb F^. 
Diese Function wird also im Innern des Fundamentalbereiches nur an 
einer endlichen Anzahl von Stellen gleich Null oder unendlich, 

fiyi) ist also eine Fuchs'sche Function. 

Da zufolge der Gleichung (48) (Nr. 312, S. 206) 

ist, so stimmt die Anzahl der Nullstellen von f{yi) mit der Anzahl der 
Unendlichkeitsstellen überein, wie es im Sinne des Satzes der Nr. 215 
(Bd. II, 1, S. 338) sein muss. 

Allgemeiner können wir in folgender Weise Fuchs 'sehe Functionen 
bilden. 

Wir sagen, die durch die Reihe (8) dargestellte Thetafiinction ge- 
höre zur Zahl m. Ein Product Ton Thetafunctionen, die zu den Zahlen 

gehören, möge ebenso als zu der Zahl 

^1 + »Wg H h w^^ 

gehörig bezeichnet werden. Bilden wir eine ganze rationale Function 
mit Constanten Coefficienten von Thetafunctionen, in welcher jedes 
Monom zur selben Zahl K gehört und diyidiren dieselbe durch eine 
andere, ebenso beschaffene ganze Function, so gehört der Quotient zur 
Zahl Null und ist folglich eine Fuchs 'sehe Function. 

Es entsteht naturgemäss die Frage, ob sich auch umgekehrt jede 
Fuchs 'sehe Function als ein solcher Quotient darstellen lässt. Wir 
beschranken uns bei der Behandlung dieser Frage auf den Fall, wo 
alle Substitutionen 

A; ^2; ••• ^a+l 
elliptische sind. 
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Drittes Kapitel. 

314. Invariante eindeutige Formen. Allgemeine Gestalt der ganzen 
Formen als Functionen der unabhängigen Variabein. 

Denken wir uns die Fuchs 'sehe Function 

gebildet^ die innerhalb F^ jeden Werth nur ein einziges Mal annimmt 
und die ftlr 

ri = Aj, Ag, A^_j_j 

beziehungsweise die Werthe 

besitzt. Dann wissen wir, dass sich jede zur Gruppe -^ gehörige 
Fuchs 'sehe Function rational durch darstellen lässt, und dass eine 
lineare Differentialgleichung von der Form (1) (Nr. 304, S. 168) eii- 
stirt, in welcher iy als der Quotient der beiden Integrale 



-1 /dz -1 /i 



'dz^ 
dn' ^2 * r dri 

erscheint. 

Wenn i] die Substitution 



b ri = ,— X- 

" ' yyn + ^r 
der Gruppe %• erfährt, so verwandeln sich y^, y^ in 

y^i='±ißyyi + '^ry^, 

der Ausdruck 
multiplicirt sich also mit 

Wir schliessen hieraus, dass das Product 



« «r-««-2<^:^) 



^ + ^y/ iyvV^ + ^yy\) 



%mi 



314. LdYariante eindeutige Fonnen. 211 

wo m die Zahl bedeutet, za welcher S(rji) gehört, eine eindeutige Func- 
tion von fj ist, die bei den Substitutionen der Gruppe d' ungeandert 
bleibt und sich innerhalb des Fundamentalbereiches jP^ wie eine ratio- 
nale Function verhält. Also ist (1) eine Fuchs 'sehe Function, und 
demnach eine rationale Function von g. 
Der Ausdruck 

ist offenbar eine rationale homogene Function ( — 2w)**" Grades der 
Vif y«; bedeutet umgekehrt q>(y^y y^) eine beliebige rationale homogene 
Function vom Grade — 2m in den y^, y^, so ist q>(y^, y^ in der Form 

darstellbar, wo 0(ri) eine rationale Function von r^ ist, und die Reihe 

ist demnach nichts anderes, wie ein Ausdruck von der Form (1). 

Offenbar ist (la) eine homogene (natürlich transcendente) Func- 
tion vom Grade ( — 2fn) in den y^, y^, oder, wie wir kurz sagen wollen, 

eine Form. Diese Form ist nach Multiplication mit y^"^ eine eindeu- 
tige Function von 17, wir nennen sie deshalb eine eindeutige Form; 
sie hat femer die Eigenschaft, ungeandert zu bleiben, wenn die y^, y^ 
eine Substitution der homogenen Monodromiegruppe <& der Differential- 
gleichung (1) (Nr. 304, S. 168) erfahren, sie soll darum eine inva- 
riante eindeutige Form heissen (vergl. Bd. 11, 1, Nr. 195, S. 250). 
Wir wollen allgemein eine homogene Function S(y^, y^ von 

y^, y^ vom Grade r, die sich durch Multiplication mit y"^^ in eine 
eindeutige Function 

yp^(y„y,) = H(ij) 

von rj verwandelt und die gleich der Wurzel aus einer rationalen 
Function von ist, eine invariante eindeutige Form von y^, y^ 
nennen. 

Offenbar ist der Grad r einer invarianten eindeutigen Form von 
y^y y^ stets eine rationale Zahl. 

Eine invariante eindeutige Form soll insbesondere eine ganze 
Form heissen, wenn dieselbe für solche endliche Werthe der y^, y^, 
deren Quotient rj innerhalb des Einheitskreises liegt, niemals unendlich 
wird, d. h. also wenn 

(2) H(y^,y,) = y]H(ri) = R{z) 

14* 
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SO beschaffen ist^ dass die eindeutige Function H(i}) f&r kein 17 inner- 
halb des EinheitskreiseSy und die Wurzel aus einer rationalen Function 
ü(j9) nur so unendlich wird, wie y^^ verschwindet. 

Jede invariante eindeutige Form ist dann als Quotient zweier 
ganzer Formen darstellbar. 

Um die allgemeine Gestalt einer ganzen Form au£sustellen, haben 
wir zunächst die Art des Verschwindens von y^ zu untersuchen. 

Da zufolge unserer Voraussetzung die A^, Ä^, • • • Ä^,^ ellip- 
tische Substitutionen sind, haben die ganzen Zahlen 

endliche Werthe. Bei geeigneter Wahl von ij ist dann y^ für jeden 
regulären Werth von z endlich und von Null verschieden, verschwindet 
für JET = a^ von der Ordnung 

2 % g^ 

und wird für jg? = a , , == 00 wie die 

Potenz Yon z unendlich. Die Anzahl der einfach zu zählenden Null- 
stellen von y^ ist demnach gleich 




\t 2 qJ V * 



d. h. abgesehen von dem Factor 4?r gleich dem superficiellen Inhalte 
des Fundamentalbereiches F^. 

Die Wurzel aus einer rationalen Function R{e\ die den Werth 
einer ganzen Form vom Grade r darstellt, hat also die Gestalt 

(3) B{!S) = —a —^^ ; 

V / ff / 1 1 1 \ ' 

x«l 

wo G{z) die Wurzel aus einer rationalen Function von z bedeutet, deren 
Grad p einen Werth 

haben muss , damit R(js) für »= 00 von nicht niedrigerer Ordnang 
verschwindet wie y\. 

Sei der Zähler von B(z) 



(4) 



Gi/) =fl{>> - c.)\ 
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-wo die c^y c^j ••• c sämmtlicli von einander yerschieden und die 
^1' hf * ' ' ^ positive rationale Zahlen sind, die der Gleichung 



^' 



genügen y möge femer rj = y. diejenige innerhalb des Fundamental- 
bereiches Fq gelegene Stelle bedeuten, für welche 

dann wird H(i}) für die Stellen 

S^y. (»'=0,1, 2, ...; <=1,2, • •A') 

verschwinden, und zwar, wenn c^ ein regulärer Punkt ist, von der Ord- 
nung Z^, dagegen, wenn c. mit einem der im Endlichen gelegenen sin- 
gularen Punkte, etwa mit a^, zusammenfällt^ von der Ordnung l.g . 

Da H(ff) eine eindeutige Function von rj sein sollte, so folgt hier- 
aus, dass f£lr einen regulären Werth c. der Exponent l^ nothwendig 
eine ganze Zahl, dagegen für c^ »» a^ ein ganzzahliges Vielfaches von 

9* 
sein muss. 

Sind umgekehrt diese Bedingungen für die Exponenten l. in einem 

Ausdrucke von der Form (4) erfüllt, so ist der Ausdruck B{e\ wie er 

durch die Gleichung (3) dargestellt vnrd, so beschaffen, dass 

(5) vT'^i?) 

in der Umgebung jeder innerhalb des Einheitskreises gelegenen Stelle 
17 eindeutig, also eine unverzweigte Function von 17 ist. Da das 
Innere des Einheitskreises eine einfach zusammenhängende Fläche bildet, 
so folgt hieraus, dass das Product (5) eine schlechthin eindeutige Func- 
tion von 1} sein muss, d. h. es stellt dann B,{z) auch stets eine ganze 
invariante eindeutige Form von y^, y^ dar. 

Wir finden also fQr eine ganze invariante eindeutige Form r-ten 
Grades die Darstellung 



(6) H{y„y,) = y[H(ri) 



M(z) 



X=sl 



WO die Zahlen fi^ den Ungleichungen 

Genüge leisten und so beschaffen sind, dass die 
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ganzzahlige Werthe haben^ wo femer M(z) eine ganze rationale Func- 
tion bedeutet^ deren Grad p die Ungleichung 

erfüllt, und wo endlich auch 






eine ganze Zahl ist. 



315. Theorie der ganzen Thetafonotionen. 

Wenn die rationale Function H(ri\ die zur Bildung der durch die 
Reihe (8) (Nr. 305, S. 175) definirten Fuchs'schen Thetafunction dient, 
an keiner innerhalb des Einheitskreises gelegenen Stelle rj unendlich ist, 
so wird die Thetafunction @(rf) selbst innerhalb des Einheiiskreises 
allenthalben endlich sein. Wir wollen eine so beschaffene Thetafunc- 
tion eine ganze Thetafunction nennen. 

Bedeutet &(ri) eine solche ganze Thetafunction, so ist offenbar 
das für dieselbe gebildete Product (1) (Nr. 314, S. 210) eine ganze in- 
variante eindeutige Form von j/^, y^, also in der Form (6) darstellbar. 
Da aber das Product (1) eine rationale Function von js sein muss^ so 
haben, wenn in der Oleichung (6) die Function H (tj) eine ganze Theta- 
function bedeutet, die Zahlen 

ganzzahlige Werthe, und r ist gleich — 2m. Es lässt sich also jede 
zur Zahl m gehörige ganze Thetafunction in die Form setzen 

(7) S{yi) = y. , 

wo %^ (z) eine ganze Function |>-ten Grades von a, /i^, /ig, • • • p^ ganze 
Zahlen bedeuten, und wo für die p, ft^, n^, • • • fi^ die Ungleichungen 



(8) 



erfüllt sind. 



11^ < m [1 — —j (x=i, 2, ö), 

|.<|<..-»C+^)<=l-™ 
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Wenn die Zalil m gegeben ist^ so ergeben die Ungleichungen (8) 
eine wohlbestimmte obere Grenze für den Grad p der ganzen ratio* 
naleu Function ^ Az). Sei diese obere Grenze g^^ so dass also p noch 
gleich g^ — 1 werden kann. Dann erhalten wir jedenfalls einen Ausdruck^ 
in welchem die allgemeinste ganze und zur Zahl m gehörige Theta- 
funetion enthalten sein muss^ wenn wir bilden 

• « ^o + C', J? H \-C, , Z^m-^ 



wo fti9 f^2^ ' ' ' ^a ^^ grossten ganzen Zahlen bedeuten^ die den Un< 
gleichungen 



^^ < m ^1 \ («=1, 8, • a) 



Genüge leisten^ und wo die (I, <?,,••• C ^^ unbestimmte Gonstanten 

sind. Wir haben also den Satz: 

Jede zur Zahl m gehörige ganze Thetafunction lässt 
sich homogen linear mit constanten Coefficienten durch g 
geeignet gewählte, specielle derartige Functionen darstellen. 

Es wären nun zwei Fälle möglich. 

Von dem Ausdrucke (9) steht fest, dass sich derselbe durch g^ 
und nicht durch weniger specielle Ausdrücke von derselben Gestalt 
homogen linear mit constanten Coefficienten darstellen lässt. Wenn 
nun jeder Ausdruck von der Form (9) auch durch eine ganze Theta- 
function 

dargestellt werden kann, so lässt sich auch jede solche Thetafunction durch 
genau g^ derselben und nicht durch weniger homogen linear mit constanten 
Coefficienten ausdrücken. Wenn dagegen nicht jeder Ausdruck (9) in 
die Form einer Thetareihe (10) gesetzt werden kann, so muss die all- 
gemeinste, zur Zahl m gehörige ganze Thetafunction sich durch höch- 
stens g — 1 ebenso beschaffene Thetafunctionen 

(11) B,{ri) ^2lH,{S,ri) (-fPj (.=>. «. ■•• 9,„-i) 

homogen linear mit constanten Coefficienten ausdrücken lassen. ^ 

Es wird sich zeigen, dass die letztere Annahme auf einen Wider- 
spruch führt. 
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316. Beweis, daas jede Fuchs'sohe Function durch Thetafonotionen 

dargestellt werden kann. 

Seien ly^, rj^, • • • rj irgend welche, z. B. inneriiialb F^ gelegene 
Werthe von rj. Dann lassen sich stets g^^ Grössen a^, a,, • • • a so 
bestimmen^ dass die g^ — 1 homogenen Gleichungen 

befriedigt werden. 

Wenn nun jede ganze Thetafunction von der Form (10) durch 
die Functionen (11) homogen linear mit constanten Goefficienten dar- 
stellbar sein sollte, so müsste für jede rationale Function H(i]\ die an 
keiner innerhalb des Einheitskreises gelegenen Stelle unendlich wird, 
die Gleichung 

(12) ^ ^a,fl-(S,i?J (YrV, + dX"^ = 

identisch erfüllt sein. 

Bilden wir uns den Ausdruck 



CO 



*(^7 a) =^ ^ — 



.imf 



SO stellt derselbe offenbar eine zur Zahl m gehörige Thetafunctios 
von a dar, die sofern wir rj und a auf das Innere des Einheitskreises 
beschränken, nur für a = i? und die mit i] correspondirenden Stellen 
S^Tj unendlich wird, und zwar wird sie an diesen Stellen unendlicli 
gross von der ersten Ordnung. Sei 

irgend eine beliebige Substitution der Gruppe 6", dann ist 



-i^'..a)=2,^ls,m- 



1 = 

und da offenbar 

ist, SO haben wir 

^ (5,, a) = V -n+^ . _. _- ^ i^;^ . ^^)" 
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Setzen wir 

SO durchläuft 8^ alle Substitutionen der Gruppe d, wenn i alle Werthe 
von bis oo annimmt, es ist demnach 

^K^V, (^)—j^ ^___S^ar(SlS^a)-a\ da ) \dS^a)^ 
oder, da 



dSS^a 



dS^a [y(S,a) + *]* 

ist, 80 ergiebt sich 

Die Differenz 
ergiebt sich demnach gleich 






iSm— 1 /.._ I «sSm — 2 



S«tzen wir also 

so finden wir die identische Gleichung 

(14)4>(S,, ,J_(y, + *)-"•+'*(,, ^)=^^$(S,i?j(-^) • 

Die durch die Gleichung (13) definirte rationale Function ^(u) 
von u wird an keiner innerhalb des £inheitskreises gelegenen Stelle u 
unendlich, es müsste folglich für dieselbe die Gleichung (12) er- 
faUt sein. 

Setzen wir also 

Bin 

(15) Ari)SciMv,V:), 



X = l 



80 ergäbe sich aus der fttr ^(u) bestehenden Gleichung (12) mit Rück 
sieht auf (14) 
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und zwar müsste diese Gleichung für jede Substitution S der Gruppe ^ 
erfüllt sein. 

Wir schliessen hieraus, dass 

y'^-'Av) 

eine zur Gruppe d' gehörige Fuchs^sche Function darstellt, also rational 
durch ausdrückbar sein muss; sei 

(16) y*"'-*^(^) = 8l(^), 
SO haben wir also 

(17) ^(i,) = y-*"'+*9l(.). 

Die Gleichung (15) lehrt, dass die Function A{r}) innerhalb des 
Fundamentalbereiches JFl nur an den a Stellen 

von der ersten Ordnung unendlich wird, der Ausdruck auf der rechten 
Seite der Gleichung (17) könnte demnach als Function von z nur an 
den q Stellen 

von der ersten Ordnung unendlich werden. 

Aas der Art, wie y^ an den Stellen a^, a^, • • • a^, a^ , ^ = oc 
verschwindet, schliessen wir demnach, dass sich die rationale Function 
9t (x?) in der Form 

(18) gd (z) = ^ — ii y — -*-^ ^ '-'— 

^ ^ ^ ^ Arn 

x = l 

darstellen lassen muss, wo die Zahlen r^, r^, • • • z^ die Ungleichungen 

(19) r^ > (m - 1) A - i-^ (x=i, 2. • ■ ■ a) 
erfüllen, und g^ die Ungleichung 

(20) 9„. >2'^x - («» - 1) (1 + ^) 

befriedigen müsste. Vergleichen wir (19) mit der ersten der Unglei- 
chungen (8), so finden wir 
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dadurch steht aber die Ungleichung 

der g^ seiner Definition gemäss genügen muss, mit der Ungleichung 
(20) im Widerspruch. 

Es ist also nicht möglich^ jede ganze Thetafunction yon der 
Form (10) durch weniger wie g^ specielle solche Functionen homogen 
linear mit constanten Goefficienten darzustellen. Nach den Bemerkungen 
am Schlüsse der vorigen Nummer (S. 215) folgt hieraus der wich- 
tige Satz: 

Bedeutet m irgend eine ganze Zahl^ die grosser ist wie 
EinS; so lässt sich jeder Ausdruck von der Form (9) als eine 
ganze zur Zahl m gehörige Fuchs'sche Thetafunction dar- 
stellen. 

Auf Grund dieses Satzes ist unmittelbar evident^ dass jede Fuchs'sche 
Function, die zur Gruppe d gehört, d. h. jede rationale Function von z^ 
in der am Schlüsse der Nr. 313 (S. 209) angegebenen Weise als ein 
Quotient von ganzen rationalen Gombinationen von Fuchs'schen Theta- 
fnnctionen, ja sogar von ganzen Thetafunctionen dargestellt werden 
kann. 



317. PrimformeiL Wurseln ans rationalen Functionen der unab- 
hängigen Variabeln, die eindeutige Functionen des Integral- 
quotienten sind. 

Wir wollen nun noch eine andere Darstellungsart der Fuchs'schen 
Fimctionen kennen lernen, die uns nicht nur diese Fimctionen selbst, 
sondern auch gewisse aas denselben gebildete Wurzelausdrücke, die ein- 
deutige Functionen von rj sind, liefern wird. Wir gehen zu dem Ende 
auf den Begriff der allgemeinen ganzen invarianten eindeutigen Form 
von y^y y^ zurück und führen nach der Analogie der für endliche 
Gruppen in der Nr. 294 (S. 132) aufgestellten Definition auch hier 
den Begriff der Primform ein. 

Wir wollen für eine beliebige Fuchs'sche Gruppe ohne parabo- 
lische Substitutionen eine ganze invariante eindeutige Form H{y^y y^) 
eine Primform nennen, wenn das zu dieser Form H(y^, y,) gehörige 

H(i?) = ypif(y,, y,) 

innerhalb des Fundamentalbereiches F nur an einer einzigen Stelle r^ 
und an dieser von der ersten Ordnung verschwindet. 



220 XV. Theorie der Fuch stachen Functionen. Kapitel 3. 

Ans dieser Definition nnd ans den Erörtemngen der Nr. 314 
(S. 213) folgt^ dass eine Primform durch Angabe ihrer Nullstelle inner- 
halb des Fundamentalbereiches F^^ abgesehen von einem constanten 
Factor^ eindeutig bestimmt ist. 

Sei zunächst diese Nullstelle i? == y keine Ecke von -F,, dann iß* 
z=zf{y) ein regulärer Punkt unserer Differentialgleichung (1) (Nr. 304^ 
S. 168) und folgUch 

^ — /"(y) = ^1 (^ — y) + «2 (^ — y)' + • • -^ 

wir haben also^ um die Darstellung der zur Nullstelle fi^ y gehörigen 
Primform zu erhalten^ in dem Ausdrucke (6) (Nr. 314, S. 213) 

/i 1 1 \ 

zu setzen. Da femer 

r 
ü = — 

sein muss, ergiebt sich r = v, die betreffende Primform lautet also 

1 = 1 

WO dl (rf) eine eindeutige Function von tj bedeutet. 

Handelt es sich um die Aufstellung einer für i} = A^ (x»i, s, • 
verschwindenden Primform, so haben wir in der Umgebung von 17 == jt 

also ist in dem Ausdrucke (3) der Nr. 314 (S. 212) 

i_ 
Q{z)^{z-af', ■P = i = T 

zu nehmen; es ergiebt sich demnach 

V 

und die betreffende Primform hat die Gestalt 



ö) 






(v) 



«=l 

(x=l,2,..a), 



WO X^(ty) eine eindeutige Function von rj bedeutet. 

Endlich ergiebt sich für die an der Stelle rj =« A^ , ^ und den cor- 
respondirenden Stellen verschwindende Primform die Darstellung 
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^^o auch wieder 3£^i ^(i?) eindeutig in rj ist. 

Für diese Primformen gelten nun analoge Sätze, wie die, welche 
wir für die Primformen in dem FaUe einer endUchen Gruppe ge- 
funden hatten. Wir heben nur einige dieser Sätze besonders hervor. 

1. Zwischen je drei Primformen v-ten Grades findet eine 
homogene lineare Beziehung mit constanten Coefficienten 
statt. 

In der That, seien 

drei solche Primformen, deren Nullstellen innerhalb des Fundamental- 
bereiches Fq beziehungsweise durch y^, y^j 7^ gegeben werden, so ist 
offenbar 

2. Das Gleiche gilt für irgend drei Formen, die entweder 
Primformen i/-ten Grades oder solche von absolut genommen 
niedrigerem Grade 

V 

zur (9)-ten Potenz erhoben sind. Es lässt sich also die all- 
gemeine Primform i;-ten Grades in der Gestalt 

darstellen, wo die x, i zwei verschiedene der Zahlen 1, 2,--tf+ 1 
und die a, j3 Constanten bedeuten. 

3. Zwischen den Primformen und den aus denselben 
gebildeten Functionaldeterminanten bestehen analoge Be- 
ziehungen, wie die für den Fall endlicher Gruppen gefun- 
denen (Nr. 295, S. 134). 

Es ist nämlich 

setzt man diese Werthe in den Ausdruck der Primform F^,^ (jf^, y^ 
ein, so ergiebt sich 
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Vergleicht man diese Gleichung mit den durch Differentiation au! 
den Gleichungen (21) imd aus 



(22) z - fir) = 



^/(»i.y«) *y(l) 



%^{y..y.) K'A'^''^ 



heryorgehenden Beziehungen^ so findet man^ ähnlich wie in der Nr. 295 
(S. 134) die Relationen (32) gefunden wurden, die Formeln 

?1^J-J (F F) = li —^ (x = l, «. ... a), 

X 

wo die Functionaldeterminante in ähnlicher Weise bezeichnet ^wnrde, 
wie dies für algebraische Formen üblich ist. 

4. Jede ganze invariante eindeutige Form der y^^ y^ lässt 
sich als ein Product von Primformen darstellen. 

Um nun zu einer Darstellung der Primformen durch die y^,y^ 
selbst zu gelangen, betrachten wir den Ausdruck: 

(23) Fiv„ y,) = y:X(i?) = («^ + &)J7(«-a,)'(*""*"^'. 

1 = 1 

Derselbe stellt im Allgemeinen die für 

h^ 

a 

verschwindende Primform v-ten Grades, dagegen, wenn gleich 

einem der Werthe o^, a^, • • • a^, <x> ist, die jr^-te Potenz der zu dem 
betreffenden Punkte a^ gehörigen Primform dar. 

Sei Q das kleinste gemeinschaftliche Vielfache der Zahlen 

und setzen wir 

,__V-4(.-,^)-2,, 

x = l * 

SO ist g eine positive ganze Zahl, und der Ausdruck 

(24) [3E(i?)r = yl'(a^ + byfliz - af ^ ^^' 

hat die Form (9) (Nr. 315, S. 215). Zufolge des Satzes der Nr. 316 
(S. 219) lässt sich dieser Ausdruck durch eine zu der Zahl ^ gehörige 
ganze Thetafiinction 
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00 . Q 






darstellen, so dass also 

wird. 

Dieser Darstellung einer Primform haftet der Mangel an^ dass sie, 

wenn g> 1 ist, die Eindeutigkeit der von dem Factor y^ befreiten 
Primform ft-ten Orades (wo 



V 
II = V 



sein kann) nicht unmittelbar hervortreten lässt. Sie lehrt uns aber, 
dass die ^f-te Potenz der Primformen v-ten Grades und die gg^-tß Po- 
tenz der Primform FJjf^y y^ rationale Functionen von z sind, und 
dass dies auch für keine niedrigere Potenz jener Primformen der Fall 
ist. Femer erhalten wir eine übersichtliche Darstellung derjenigen 
Wurzeln aus rationalen Functionen von Zy die gleich eindeutigen Func- 
tionen von yi werden. 

318. Der Fall, wo eine paraboliBOhe Siibstitation auftritt. 

Ein wesentlicher Theil der hier unter der Voraussetzung, dass 
alle Substitutionen A^j A^j • * • ^a+i ^U^ptische sind, entwickelten Re- 
sultate ist ohne Weiteres, ein anderer Theil ist mit leichten Modifica- 
iionen auf den allgemeinen Fall, wo die Gruppe auch parabolische Sub- 
stitutionen enthalt, übertragbar. Das Charakteristische ist, dass man, 
wenn einige der Substitutionen A„ A,, • ■ • A„^, parabolische sind, 
bei der Definition einer invarianten eindeutigen Form die Bedingung, 
dass eine solche Form gleich der Wurzel aus einer rationalen Function 
von z sein soll, durch die allgemeinere zu ersetzen hat, wonach nicht nur 
Wurzeln aus rationalen Functionen, sondern auch Logarithmen solcher 
Functionen von g zuzulassen sind. Wir versagen es uns, die Unter- 
suchung in diesem allgemeinen Falle hier durchzuführen und wollen 
nur mit wenigen Worten auf den Fall eingehen, wo eine der Sub- 
stitutionen der Basis unserer Gruppe eine parabolische ist. 

Man kann alsdann, wie Herr Klein in dem speciellen Falle 
^ as 2 bemerkt hat, durch einen einfachen Kunstgriff die volle Gül- 
tigkeit der für Gruppen ohne parabolische Substitutionen erzielten 
Resultate bewirken. 

Wir können nändich voraussetzen, dass die betreffende parabolische 
Substitution gerade A^.^ ist, und können uns überdies 17 so gewählt 
denken, dass A ,^ die canonische Form 
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besitzt. Dann ist also in der Differentialgleichung (1) der Nr. 304 

(S. 168) z = oo der einzige logarithmische singulare Punkt, und wir 

haben ^ wenn 

im 
V 



gesetzt wird, in der Umgebung von ^ = 

WO 5P(0> ^i(0 gewöhnliche Potenzreihen von t bedeuten, die für 
t = nicht verschwinden. 

Die Endlichkeit der durch den Ausdruck (6) (Nr. 314, S. 213) 
definirten ganzen invarianten Form H(ffj^, y^), ebenso wie die der Prim- 
formen 

bleibt dann gewahrt, auch wenn i; so in den Punkt rj == oo einrückt, 
wie es einrücken muss, damit — verschwinde. Dagegen spielt für z = oü 
die Form 

dieselbe Bolle, wie für einen nicht logarithmisch singulären Punkt die 
(grj-te Potenz der Primform FJ^y^y y^. 

Im Falle der Gauss 'sehen Differentialgleichung (tf ===s 2) hat 
Halph^n die Primformen oder, genauer gesagt, die denselben ent- 
sprechenden eindeutigen Functionen X , £^, X^, X, von tj zuerst all- 
gemein (d. h. für die transcendenten Fälle eines eindeutig umkehr- 
baren Integralquotienten) betrachtet. In dem besonderen Falle g^ =» 3, 
g^:x=s 2, g^ =oo, d. h. für die Function 

^ = «(t' T' ^> ^)' 

hat Herr Klein die expliciten Ausdrücke für die entsprechenden Prim- 
formen aufgestellt Sie stimmen dann im Wesentlichen mit den Weier- 
strass'schen Ausdrücken für die beiden Invarianten g,, g^ und die 
Discriminante ^ der biquadratischen Form (IV) (Nr. 276, S. 69) über- 
ein, deren absolute Invariante durch J gegeben ist. Da in diesem 
Falle 1/ == — 12, ^ = 6 ist, so haben wir 

^9 1 

d. h. die Primformen i^-ten Grades sind dann direct rationale Fobc- 
tionen von J, also durch ganze Thetafunctionen darstellbar. 



Viertes Kapitel. 

319. Abänderung des FnndamentalbereioheB. Symmetrisohe 

Ghruppen. Spiegelungen. 



Wir wollen nun einen besonders interessanten und wichtigen Special- 
fall Fuchs'scher Gruppen beziehungsweise Functionen ins Auge fassen, 
der als die unmittelbare Verallgemeinerung der eindeutig un^kehrbaren 
Dreiecksfunctionen angesehen werden kann. 

Der umstand, dass wir die Seiten des Fundamentalbereiches F^ als 
Kreise, die den Orthogonalkreis (Einheitskreis) rechtwinkelig schneiden, 
gewählt hatten, bewirkt, dass die Querschnitte, durch welche die Ebene 
der unabhängigen Variabein is der DifTerentialgleichung 

(1) f^=«(^)y 

zerschnitten ist, eine völlig bestimmte Gestalt haben. 

Für 6 = 2 ist Fq ein Ereisbogenviereck mit den Ecken A^, A^, A3, A^'; 
legen wir dann durch A^ A^ einen den Orthogonalkreis unter rechtem 
Winkel schneidenden Kreis s^, so zerfallt das Viereck F^ in zwei in 
Bezug auf s^ symmetrische Dreiecke, d. h. in zwei Dreiecke, die 
Spiegelbilder von einander in Bezug auf den Kreis s^ sind. Wir kom- 
men also dann auf die Fig. 19 (Nr. 269, S. 38), d. h. in diesem Falle 
sind die Querschnitte, die von z = und z ^^ 1 aus nach jgr = 00 hin- 
gelegt sind, Theile der realen js-Axe. 

Würden wir nicht a^ = 0, a^ = 1, a^= oo nehmen, so würde 
offenbar der Begrenzung des Kreisbogendreiecks (A^, A^, A^) der i^-Ebene, 
die Peripherie des durch die drei Punkte a^, a^, a^ gelegten Kreises der 
jS^-Ebene entsprechen, und es wäre von den beiden Dreiecken 

der 17 -Ebene das eine die Abbildung des Innern, das andere die Ab- 
bildung des Aussem jenes durch die Punkte a^, a^, a^ hindurchgelegten 
Kreises der ;? -Ebene. In diesem Falle wären also die von a^, a^ nacli 
a^ hin gelegten Querschnitte der ;? -Ebene Kreisbogen. 

Sohleilnger, Dlfferentialgleicbungon. II, 8. 16 
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Wir woUen ffir tf > 2 die bereits in der Nr. 210 (Bd. 11, 1, S.311> 
ausgeführte erlaubte Abänderung des Fundamentalbereiches F^ vomehmeii 
und uns dabei so einrichten, dass der neue Fundamentalbereich , den 
wir durch R^ bezeichnen, auch von Kreisbogen, die den Einheitskreis 
orthogonal schneiden, begrenzt werde. 

Legen wir zu dem Ende durch die Ecken A^, A^; ferner durch 
Aj, A3, u. s. w., endlich durch A^_j, A^ innerhalb F^ verlaufende Krei^ 
bogen, die den Einheitskreis unter rechten Winkeln schneiden, fugen 
wir femer dem von Kreisbogen begrenzten {6 + l)-ecke 

die folgenden sich schlicht an einander lagernden Kreisbogendreiecke 
hinzu 



SO erhalten wir den Bereich 22^. Die Ecken dieses neuen Fundamen tal- 
bereiches sind 

von denselben bilden Aj, A^ , ^ je einen eingliedrigen Cyklus, während 

A^, A^' (x = 2, 3, •rr) 

die übrigen (zweigliedrigen) Cykeln ausmachen. Die Seiten 

von Rq, ^^ V *^ ^1? ^a-f-i"^ ^a+i ^^ nehmen ist, sind Kreisbogen^ 
die den Einheitskreis rechtwinkelig schneiden^ und t ' geht aus t durch 
die Substitution 

(2) S^ = A^^ ^7' . . . A'^ (x = l. 2, ...a) 

hervor. 

In der ;er-Ebene entsprechen den Seiten von 2?^ die beiden Ufer 
eines von a^ über a^ , a^ , • • • a^ nach a^ , ^ = 00 hingelegten Quer- 
schnittes { (vergl. die Fig. 4, Bd. II, 1, S. 311) und zwar entspricht das 
linke (positive) Ufer des zwischen a^, «^ 1 ^ verlaufenden Querschnitt- 
stückes der Seite t^^ das rechte (negative) Ufer eben dieses Stückes der 
Seite t^ von R^\ Die Seite s^ des alten Fundamen talbereiches fassen 



*) a. a. 0. ist i^ durch 's^, t^ durch s^ und X^' durch X^ bezeichnet, für 
X = 2, 3, • • <?. 
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wir als Diagonale von R^ auf, sie entspricht (was wir hier in Er- 
innerung bringen wollen) dem negativen Ufer des von a^ nach a^^^ 
hingelegten Querschnittes l^, welches mit dem negativen Ufer von 
T zusammengenommen eine die singularen Punkte der Differentialglei- 
chung (1) unter einander verbindende geschlossene Linie bildet. Durch 
die Diagonale s^ zerfallt R^ in zwei Theile 

und 

dieselben entsprechen je einem der beiden Bereiche, in welche die 
jer -Ebene durch die erwähnte geschlossene Linie zerlegt wird. 

Der Gleichmässigkeit wegen wollen wir im Folgenden die Dia- 
gonale s^ mit t^ bezeichnen; die ganze geschlossene Linie, die aiis dem 
Querschnitte l und aus l^ besteht, nennen wir (wie a. a. 0.) l und den 
bisher mit l^ bezeichneten Theil von l nehmen wir l^. 

Es kann sich nun ereignen^ dass die beiden Bereiche R^', R^\ in 
welche R^ durch die Diagonale t^ zerlegt wird, Spiegelbilder von 
einander in Bezug auf den Kreis t^ sind, d. h. dass der Bereich R^ aus 
den beiden in Bezug auf die Diagonale t^ symmetrischen Hälften 
JB^', JBq" besteht. Weim dies der Fall ist, so sagen wir kurz, der 
Fundamentalbereich iJ^sei symmetrisch und bezeichnen auch die 
Gruppe '9' als eine symmetrische Fuchs'sche Gruppe. 

Da bei der Spiegelung in Bezug auf einen Ereis die Winkel er- 
halten bleiben, sind die Winkel der beiden Bereiche JB^', R^' bei ent- 
sprechenden Ecken A^, k^ dieselben, d.h. da die Winkelsummen bei 
den Ecken der Gykeln 

beziehungsweise 

2« 29K 29r 29r 23r 



9i' 9i' 9s' 9a' 9a-\-l 

betragen, sind die Winkel von R^ bei den Ecken A^ gleich 

9^ 
Sei die Gleichung des Kreises t^ 

wo c , b reale Grössen bedeuten und 

— a ä -i- bc = — 1 

X X I XX 

16* 



228 XV. Theorie der Fuchs 'sehen Functionen. Kapitel 4. 

ist, dann ist die zu diesem Kreise gehörige Spiegelung 

Wenn rj auf t^ liegt, so ist für x = 1, 2, • • • <y 

also, da die Spiegelung B^, wenn man in jedem Coefficienten derselben 
-f- i in — i verwandelt, in B^^ übergeht. 

Das Spiegelbild eines Punktes r^ von t^ in Bezug auf den Diagonal- 
kreis t^ ist der correspondirende Punkt 8^i] von t^\ wir haben dem- 
nach 

d. h. die Substitution, welche ^ in ^ ' verwandelt, lautet 

(3) S^-B,JBr\ 

und die Gleichung des Kreises tj lässt sich in der Form 
darstellen. 

320. Besondere Gestalt des QnersohnittsyBtems. Abbildungsproblem. 

Betrachten wir nun die Function z, die bei den Substitutionen 
der symmetrischen Fuchs'schen Gruppe ungeändert bleibt und inner- 
halb des Fundamentalbereiches E^ jeden Werth nur einmal annimmt, 
so können wir die Werthe, die z erhält, wenn i^ die Begrenzung des 
Kreisbogenpolygons R^ durchläuft, mit Leichtigkeit charakterisiren. 

Bedeute i^ einen Punkt im Innern von ü^, und sei 

e = fiv) 

der entsprechende Punkt in der durch den Querschnitt l zerschnittenen 
^ -Ebene. Gehen wir von rj auf einer im Innern von R^ verbleibenden 
Curve nach dem Spiegelbilde B^T] von i; in Bezug auf f^, so geht : 
auf einem in der zerschnittenen Ebene verlaufenden Wege, der die 
geschlossene Curve l in einem Punkte von l^ überschreitet, nach dem 
Punkte 

Die Punkte z und Zq sind dann einander gegenseitig eindeutig zu- 
geordnet, jedoch ist z^ keine monogene Function der complexen 
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Variabein ^, da, 0^ eine monogene Function von rjy z aber eine mono- 
gene Function von rj ist. 

Dagegen ist der conjugirte Werth von z 

eine monogene Function von r^y also ist auch z^ eine monogene Func- 
tion von 'z. Das gegenseitig eindeutige Entsprechen von z^ und z 
beveirkt ein gegenseitig eindeutiges Entsprechen von z^ und z. Hat 
man aber zwei complexe Variable^ die monogene Functionen von ein- 
ander sind^ und weiss man^ dass die Werthe dieser beiden Yariabeln 
einander ausnahmslos gegenseitig eindeutig zugeordnet sind^ so folgt 
nach einem bekannten Satze der Functionentheorie, dass die beiden 
Yariabeln ganze oder gebrochene lineare Functionen von einander sein 
müssen. 

Also ist z^ eine lineare Function von z^ 

a^ + P 

Gehen wir nun von dem Punkte B^ auf einem ebenfalls inner- 
halb Bq verlaufenden Wege nach dem Punkte i^, d. h. nach dem Spiegel- 
bilde von S^ in Bezug auf den Kreis t^ zurück^ so bewegt sich der 
entsprechende Punkt der ;e?-Ebene von z^ ausgehend auf einer in der 
zerschnittenen jet -Ebene verlaufenden Bahn nach dem Punkte z hin; 
es muss folglich z aus z^^ ebenso hervorgehen, wie z^ aus z^ d. h. 
wir haben 

Die vier Gonstanten a^ ß, y, d sind demnach so beschaffen, dass 

(i 'Di; Ö-' 

ist, wir können folglich nach den Ergebnissen der Nr. 268 (S. 35, 36) 
die Beziehung zwischen z^ und z in die Form setzen 

— äz — b 

Z,, = ^, , , — aa+&c= — 1, 

WO 6, c reale Orössen bedeuten. 

Nun ist offenbar, wenn rj auf dem Kreisbogen t^ liegt, z^ mit z 
identisch. Bedeutet ferner rj einen Punkt, der einem der Kreisbogen 
t^ angehört, so ist das Spiegelbild von rj in Bezug auf t^ in der Form 

S^7] = B^B^^rj (x=i,a,...«T) 
darstellbar. D. h. es ist in diesem Falle 
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und da allgemein fdr jedes rj 

f(s,v) = f(v) 

ist, so haben wir also auch für einen auf t^ gelegenen ly-Werth 

nv)=fiBoV), 
d. h. auch wenn 17 auf einem der Kreisbogen 

gelegen ist, wird 0^ mit is identisch. 

Die den Punkten der Begrenzung von R^' entsprechen- 
den jS?-Werthe befriedigen folglich die Gleichung 

— ä^ + 6 
cz -\-a ' 

d. h. sie liegen aaf einem Kreise. 

Im Falle einer symmetrischen Gruppe d" liegen also die j8-Werthe, 
die den Ecken des Fundamentalbereiches entsprechen, d. h. die Punkte 

<^i7 «27 •• ^ay «a+U 

auf einem Kreise und der Querschnitt l ist 
nichts anderes wie der von a. über a« , • • • a 

1 z ' 

nach a^ , ^ hinführende Bogen dieses Kreises, 
während die Gesammtperipherie die geschlos- 
sene Curve l darstellt. 

Nehmen wir um die Vorstellung zu fixiren 
an, dass die Punkte 

«1? ««7 ••• «a+i 

auf der Kreisperipherie so aufeinander folgen wie die wachsenden 
Ziffern auf dem Zifferblatte einer Uhr, so entspricht dem Bereiche 
jRq' der 17 -Ebene das Innere, dem Bereiche R^" das Aeussere dieses 
Kreises (vergl. die Fig. 31). 

Wenn insbesondere wie gewöhnlich 

«1=0, «2=1. «.4-1=^ 

genommen wird, so streckt sich der Kreis l zur realen z-Axe aus, d. h. 
unter dieser Annahme sind die sämmtlichen singulären Stel- 
len der Differentialgleichung (1) reale Werthe, und die Func- 
tion 

z = f(ri) 

ist auf der Begrenzung von R^ real. Das Kreisbogenpolygon il^' 




320. Abbildungsproblem. 231 

ist die eindeutig confonne Abbildung der unteren^ das Ereisbogen- 
polygon Rq" die Abbildung der oberen js? -Halbebene. ^Ferner folgt aus 
der Inyarianz des Differentialausdruckes 



0) 



bei projectiven Transformationen von tjy dass ffir reale Werthe von 
js auch dieser Differentialausdruck und folglich auch die rationale Func- 
tion q(i), die auf der rechten Seite der Differentialgleichung (1) auf- 
tritt^ reale Werthe annimmt; es sind demnach die sämmtlichen 
Goefficienten von q{z) real. 

Wir sehen also in der That, dass sich der Fall einer symmetri- 
schen 6ruppe als die unmittelbare Verallgemeinerung der eindeutig 
umkehrbaren Dreiecksfunction erweist. 

Die Function ^ — /"(i?) liefert uns die eindeutig conforme Abbil- 
dung des Ereisbogenpolygons R^ auf eine Halbebene. Es ist nun 
leicht einzusehen^ dass diese Function auch umgekehrt durch diese ihre 
Eigenschaft definirt werden kann. In der That lässt die Aufgabe^ das 
in der iy -Ebene gegebene Kreisbogenpolygon JB^' eindeutig conform auf 
eine Halbebene abzubilden, nach einem allgemeinen Satze von Biemann 
stets eine Lösung zu, und ist diese Lösung auch, abgesehen von drei 
realen willkürlichen Constanten, eindeutig bestimmt. Man kann dies 
entweder durch Anwendung des in der Nr. 212 (Bd. H, 1, S. 323 ff.) 
geschilderttti Verfahrens direct beweisen, oder aber den Beweis, ähn- 
lich wie fQr den in der Nr. 270 (S. 41 ff.) bereits behandelten speciel- 
len Fall der Abbildung eines Ereisbogendreiecks, durch Anwendung des 
Riemann'schen Symmetrieprincips auf den in den Nummern 218, 214 
(Bd. n, 1, S. 827 ff.) gelieferten Existenzbeweis zurückfahren. 

Eine Function i von tj, die das Ereisbogenpolygon R^' conform 
auf eine Halbebene*) abbildet, ist nämlich zunächst auf der Begrenzung 
von Eq' real. Sie nimmt folglich nach dem Riemann 'sehen Symmetrie- 
principe für Werthe Ton 17, die Spiegelbilder von einander in Bezug 
auf einen der Ereise t^ sind, conjugirte complexe Werthe an, so dass 
also z. B. die Functionswerthe, die für die Punkte von R^' und Ton 
R^' (dem Spiegelbilde von R^' in Bezug auf die Seite t^ zu Tage 
treten, die ganze complexe g-Ebene einfach erfüllen. Femer nimmt 
diese Function in correspondirenden Punkten von t^ und t^, d. h. in 
Punkten dieser Seiten, die durch Spiegelung in Bezug auf t^ aus- 



*) Hier und im Folgenden ist stets eine durch die reale Axe begrenzte Halb- 
ebene gemeint. 
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einander hervorgehen; offenbar denselben Werth an. Da nun i^ ans /^ 
durch Anwendung der linearen Substitution S^ hervorgeht^ so sind die 
Seiten des Bereiches B,^ -|- 22^'" durch lineare Substitutionen einander 
paarweise zugeordnet, und die gesuchte Function % von 17 hat die Eigen- 
schaften, innerhalb des Bereiches B,^ + ü^" jeden Werth nur ein ein- 
ziges Mal anzunehmen und in correspondirenden Punkten der einander 
zugeordneten Seitenpaare gleiche Werthe zu besitzen. Die Existenz 
solcher Functionen ist aber in den IJm. 212—216 (Bd. 11, 1, S.337 ff.) be- 
wiesen, und es folgt zugleich aus den Betrachtungen der Nr. 216, dass^ 
wenn ^ eine bestimmte dieser Functionen ist, jede andere in der Form 

rf + *' 

vro a, ßj y, 8 reale Gonstanten bedeuten, enthalten sein muss. Wir 
haben also den Satz: 

Die Function z = f(ri) kann auch durch die Eigenschaft 
definirt werden, dass sie die eindeutig conforme Abbildung 
des Kreisbogenpolygons R^ auf eine Halbebene liefert. 

Das Innere oder Aeussere eines beliebigen Kreises K kann stets 
durch eine linear gebrochene Function von z auf die eine oder die 
andere der beiden j8f-Halbebenen abgebildet werden. Daraus folgt, dass 
wir dem eben ausgesprochenen Satze die folgende allgemeinere Fassung 
geben können: 

Die Function j von 17, die die eindeutig conforme Abbil- 
dung des Kreisbogenpolygons R^' auf das Innere oder 
Aeussere eines Kreises K liefert, ist durch diese ihre Eigen- 
schaft, abgesehen von drei realen Gonstanten, bestimmt und 
geht aus z durch Anwendung einer projectiven Substitution 
hervor. Die allgemeinste Function, die diese Abbildung ver- 
mittelt, ist durch ) in der Form 

darstellbar, wo a, /J, y, d die Goefficienten einer projectiven 
Substitution bedeuten, die den Kreis K in sich selbst trans- 
formirt. 

Die so formulirte Abbildungsaufgabe lässt aber eine wesentlich 
allgemeinere Fassung zu, auf die wir mit wenigen Worten eingehen 
wollen, da uns dieselbe einen Einblick in die Theorie von eindeutigen 
Functionen, die durch projective Gruppen ungeändert bleiben, ver- 
schaffen wird, die in gewissem Sinne bedeutend umfassender ist, als 
die Theorie derjenigen Fuchs 'sehen Functionen, die wir hier be- 
handeln. 
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321. Das allgemeine AbbilduDgsproblem von Schottky. 

Denken wir uns in der i; -Ebene einen beliebigen von Kreisbogen 
(oder geraden Linien) begrenzten (p -j* l)-&ch zusammenhängenden Be- 
reich R. 

Sei femer 9i(i?) eine beliebige rationale Fimction von iy, die an 
keiner Stelle der Begrenzung von i2^ unendlich wird. 

Dann lässt sich^ wie Herr Schottky gezeigt hat, stets eine Func- 
tion F(rf) von fi finden, die die folgenden Eigenschaften besitzt: 

1. F(ri) verhält sich im Innern von R wie die vorgeschriebene 
rationale Function 9l(i7), d. h. die Differenz 

ist im Innern von R allenthalben regulär. 

2. Auf der Begrenzung von R ist der Coefficient von i der Func- 
tion F(7}) gleich einer willkürlich zu wählenden constanten Grösse; 
also z. B. gleich Null; dann ist F(rj) auf der Begrenzung von R real. 

Da R mehrfach zusammenhängend ist, so ist die Function F(ri) 
im Innern von R nicht noth wendig eindeutig. Denken wir uns viel- 
mehr den Bereich durch p geeignet gewählte Querschnitte in einen 
einfach zusammenhängenden zerschnitten, so hat F(ri) femer die Eigen- 
schaft: 

3. An den jf) Querschnitten besitzt die Function jP(iy) wohlbestimmte 
reale Periodicitätsmoduln. 

Aus Functionen von der Art wie F(rjD lassen sich Functionen von 
derselben Beschaffenheit bilden, für welche die Periodicitätsmoduln an 
den p Querschnitten von R verschwinden, die also innerhalb R ein- 
deutig sind, den Charakter von rationalen Functionen haben und an der 
Begrenzung von R reale Werthe besitzen. Diese Functionen mögen 
mit G{ri) bezeichnet werden. 

Unter diesen Functionen G(ri) lassen sich stets zwei w, v aus- 
wählen, die durch eine algebraische Gleichung 

(I) 0(u, v) = 

mit realen Coefficienten und vom Range p mit einander verknüpft sind 
und die die Eigenschaft haben, dass jede Function vom Charakter von 
G(rj) rational mit realen Coefficienten durch w, v dargestellt werden 
kann. An die Stelle von m, v können irgend zwei andere Functionen 
Mj, v^ vom Charakter G(7j) treten, die mit den durch die Gleichung (I) 
verknüpften u, v durch eine eindeutig umkehrbare rationale Trans- 
formation (mit realen Coefficienten) verbunden sind. 
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Betrachtet man die u, t; als reale Variable und deutet dieselben 
als Gartesische Goordinaten der Punkte einer Ebene, so stellt die 
Gleichung (I) eine reale Gurve G dieser Ebene dar. Da (I) vom Range 
p ist, so ist die Gurve C vom Geschlechte p und besteht demnach aus 
p getrennt yerlaufenden Zügen. Wir können uns z,B. u, v so ge- 
wählt denken, dass die Gurve C aus p geschlossenen Linien besteht 

Dann zerfallt das algebraische Gebilde (u, v), welches durch die 
Gleichung (I) definirt wird, durch die Gurve C in zwei conjngirte 
Hälften jB, B\ Durch die beiden Functionen m, v von iy wird die 
eine dieser Hälften, etwa B, eindeutig conform auf das Gebiet M der 
17 -Ebene abgebildet. 

Die Fortsetzung der nur für die Stellen von B des algebraischen 
Gebildes (I) definirten Function rj nach den Stellen von B' hin er- 
folgt nun nach dem in der Nr. 270 (S. 43) dargelegten Biemann*- 
sehen Symmetrie-Principe. 

Denken wir uns die das algebraische Gebilde (u, v) darstellende, 
z. B. über der u-Ebene ausgebreitete Biemann'sche Fläche T vom 
Zusammenhange 2|> -f^ 1, so entsprechen den Punkten der Realitäts- 
curve G gewisse Strecken der realen u-Axe in den verschiedenen Blät- 
tern von T, wir wollen diese Strecken als die Realitätslinien von 
T bezeichnen. Den Punkten dieser BealiiÄtslinien entsprechen dann 
die Punkte der Begrenzung von R in der 1^ -Ebene. 

Gehen wir von einer Stelle (u, v) des Gebietes B auf einem in 
der Rie mann 'sehen Fläche T verlaufenden Wege nach der conjugirten 
Stelle (ü, t;) des Gebietes B'y so müssen wir eine der Realifötslinien, 
etwa l, in einem Punkte überschreiten. Wir richten den Weg so ein, 
dass dieser Punkt kein singulärer Punkt sei, d. h. dass demselben 
keine Ecke des Bereiches R der i; -Ebene entspricht und dass er kein 
Yerzweigungspunkt von T sei. Dann entspricht dem l ein Theil eines 
gewissen Kreisbogens s der ij -Ebene, der einen Theil der Begrenzung, 
oder wie wir sagen wollen eine Seite von R bildet. Nach dem er- 
wähnten Riemann'schen Principe ist dann der Stelle (ü, t;) deijenige 
Werth von 17 zuzuordnen, der aus dem der Stelle (w, v) entsprechenden 
Punkte Tj von R durch Spiegelung in Bezug auf den Kreisbogen 5 
hervorgeht. 

Sei also R' das Spiegelbild von R in Bezug auf 8, so bilden die 
beiden Bereiche R und R' zusammengenommen einen von Kreisbogen 
begrenzten Bereich iZ^, der die eindeutig conforme Abbildung der 
ganzen durch die Realitätslinien mit Ausnahme von l zerschnittenen 
Riemann'schen Fläche T darstellt. 
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Vollziehen wir den Uebergang von (u, v) nach (ö, v), indem wir 
eine Yon l verschiedene Realifötslinie, oder l selbst aber in einem 
Punkte überschreiten, der von dem früher gewählten Dnrchgangspunkte 
durch einen singulären Punkt, der einer Ecke von R entspricht, ge- 
trennt ist, so wird dem Punkte (u, v) jetzt ein ly-Werth zuzuordnen 
sein, der aus rj durch Spiegelung in Bezug auf eine von s verschiedene 
Seite des Bereiches 12 hervorgeht. Der so erscheinende Punkt der 
^-!Ebene geht also aus dem früher gefundenen durch eine linear ge- 
brochene (projective) Substitution hervor. 

Wir sehen also, dass rj eine unendlich vieldeutige Function des 
Ortes auf der Riemann'schen Fläche T ist, und dass geschlossenen 
Wegen von (m, i;) in der Fläche T gewisse projective Substitutionen 
entsprechen, die rj beim Durchlaufen dieser Wege erfahrt. Diese Sub- 
stitutionen bilden offenbar eine Gruppe d: 

Da der Ausdruck 

wie leicht einzusehen ist, ebenfalls eine Function vom Charakter G(rf) 
ist, so ist dieser Ausdruck rational durch (u, v) darstellbar; sei 

Dann bildet also 

T /du 1 /du 

ein Fundamentalsystem der linearen Differentialgleichung 

(11) j-J = 'p(^f^)y^ 

worin (p(;u,v) eine rationale Function der durch die Gleichung (I) ver- 
knüpften Yariabeln u, v mit realen Coefficienten darstellt. 



822. Die Frage der eindeutigen Umkehrbarkeit. Die Klein *80hen 

und die allgemeinen Fu oh ansehen Gruppen. Beispiel symmetrischer 

Klein*8cher Gruppen vom Geschlechte Null. 

Es entsteht nun die Frage, unter welchen Bedingungen u, v ein- 
deutige Functionen von rj sind, d. h. wann d" eine discontinuirliche 
Gruppe ist. 

Die projectiven Fundamentalsubstitutionen der Gleichung (U) sind 
offenbar nichts anderes, wie diejenigen projectiven Substitutionen, die 
zwei Seiten des Bereiches R^, die Spiegelbilder von einander in Bezug 
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auf s sind, in einander überführen. Wir werden also R^ als den 
Fundamentalb ereich der Gruppe ^ ansehen müssen. Die noÜi- 
wendige und hinreichende Bedingung für die Discontinuität von & ist 
dann die folgende. 

Denken wir uns aus R durch Spiegelung in Bezug auf seine 
sämmtlichen Seiten symmetrische Bereiche gebildet^ spiegeln wir diese 
Bereiche weiter über ihre freien Seiten und fahren so fort, so bilden 
die so entstehenden Bereiche eine Fläche F, die einen Theü oder auch 
die ganze i^-Ebene einfach oder mehrfach überdeckt. Je zwei dieser 
Bereiche fügen sich zu einem Bereiche zusammen, der aus R^ durch 
eine Substitution von ^ hervorgeht. Die Gruppe -9* ist also dis- 
continuirlich, wenn die Fläche F die ly-Ebene an keiner Stelle 
mehrfach überdeckt. 

Die explicite Aufstellung der Bedingungen, denen der Bereich R 
genügen muss, damit eine solche einfache üeberdeckung eintritt^ bietet 
im Allgemeinen nicht unerhebliche Schwierigkeiten dar. 

Wenn die Kreisbogen, die die Begrenzung von R bilden, einen 
allen gemeinsamen Orthogonalkreis besitzen, so sind die Sub- 
stitutionen von ^ Verschiebungen in Bezug auf den Orthogonalkreis. 
In diesem Falle sind die Discontinuitätsbedingungen leicht aufzustellen. 

Fassen wir diejenigen Ecken von R^^ die einer und derselben 
Stelle der Riemann'schen Fläche T entsprechen, zu einem Cyklus zu- 
sammen, so ist für die Discontinuität der Gruppe ^ notfa- 
wendig und hinreichend, dass die Summe der Winkel bei 
jedem solchen Cyklus ein aliquoter Theil von 2x sei. Der 
Beweis ist bis auf geringe Modificationen genau derselbe, wie der in 
der Nr. 287 (S. 108) für den Fall" der Dreiecksfunction gelieferte. 

Nehmen wir dann |) = 0, d. h. das Ereisbogenpolygon R als ein 
einfach zusammenhängendes, so kommen wir auf den Fall einer sym- 
metrischen Fuchs'schen Gruppe von der in der Nr. 319 (S. 227) er- 
örterten Art. 

Herr Poincare bezeichnet allgemein eine discontinuirliche Gruppe 
projectiver Substitutionen, die Verschiebungen in Bezug auf einen 
Orthogonalkreis sind, als eine Fuchs'sche, eine discontinuirliche Gruppe, 
deren Substitutionen keine Verschiebungen sind, als eine Klein 'sehe 
Gruppe. Die von uns bisher betrachteten Fuchs 'sehen Gruppen 
werden als solche vom Geschlechte Null zu charakterisiren sein, 
weil sich jede zu einer solchen Gruppe gehörige Fuchs 'sehe Function 
rational durch eine dieser Functionen darstellen lässt, oder, was das- 
selbe heisst, weil zwischen je zwei derartigen Functionen eine algebrai- 
sche Gleichung vom Range (oder Geschlechte) Null besteht. 
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Wenn die vorhin erörterte Abbildungsaufgabe des mehrfach 
(^p -f- 1-fach) zusammenhängenden Kreisbogenpolygons R auf den Bereich 
JS der Rie mann 'sehen Fläche T zu einer discontinuirlichen Gruppe 'd- 
fiihrt, so liefert uns diese ein Beispiel einer Fuchs'schen oder Klein'- 
schen Gruppe vom Geschlechte 2^} u- z. einer symmetrischen Gruppe 
dieses Geschlechtes. 

Wir wollen nun noch einige specielle Fälle des Kreisbogenpolygons 
J2 kurz behandeln ; in welchen die Discontinuität der entsprechenden 
projectiven Gruppe unmittelbar evident ist. Für die allgemeine Theorie 
der Fuchs'schen und Klein'schen Gruppen^ sowie der zu solchen 
Gruppen gehörigen eindeutigen Functionen müssen wir auf die Arbeiten 
von Herrn Poincare in den Acta Mathematica verweisen. 

Sei der Bereich R begrenzt von {6 -\- 1) Kreisbogen s^, s^, s^,- • -s , 
die so beschaffen sind, dass s^, s^,^ für x = 0, 1, - - 6 einander im 
Punkte A^ , , von aussen berühren; dabei ist s , , = s,, zu nehmen. Es 
ist dann p = , die Gleichung (T) kann in der Form 

V = const. 

geschrieben werden, und die sämmtlichen zum Bereiche jß gehörigen 
Functionen vom Charakter G(rf) sind rational durch u darstellbar. 
Diese Function u vermittelt die Abbildung von R auf eine der beiden 
Halbebenen, in welche die t«-Ebene durch die reale u-Axe, die jetzt 
als Realitätslinie fungirt, getheilt wird. Sei R' das Spiegelbild von R 
in Bezug auf den Kreis 5^, so bilden R und R' zusammengenonmien 
einen Bereich JR^, der von 26 Kreisbogen begrenzt wird. Alle Winkel 
von Rq sind gleich Null und die Substitutionen S^y welche die Seiten 
s^ in ihre Spiegelbilder sj in Bezug auf s^ überführen, bilden mit ihren 
inversen die Basis einer Gruppe d' projectiver Substitutionen. Die (tf + 1) 
Substitutionen 

sind parabolisch und können ebenfalls als eine Basis von d" angesehen 
werden. 

Die Discontinuität der Gruppe d' ist evident. Denn das Spiegel- 
bild von jß in Bezug auf irgend eine seiner Seiten s^ liegt ganz inner- 
halb des Kreises, dem s^ angehört, kann also mit R keinen Theil ge- 
mein haben; ähnlich schliesst man für die durch fortgesetzte Spiege- 
lung entstehenden Bereiche, dass sie einander nicht überdecken können 
(vergl. Nr. 272, S. 50 und Nr. 304, S. 173). 

Also ist d" eine symmetrische Klein'sche Gruppe vom Geschlechte 
Null; die Function u, die bei den Substitutionen dieser Gruppe un- 
geändert bleibt, ist eindeutig in 7^ und nimmt innerhalb des Fun da- 
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mentalbereiches R^ von d" jeden Werth nur ein einziges Mal an. AeI 
der Begrenznng von R^ ebensowohl wie auf der Diagonale 5^ ist s 
real. Jede Function von rj, die sich innerhalb R^ wie eine rationale 
Function verhält und bei den Substitutionen von d' ungeandert bleibt, 
ist rational durch u darstellbar, und rj ist der Integralquotient einer 
Differentialgleichung 

(IIa) ^^ = «P(«)», 

wo q>{u) eine rationale Function bedeutet. Die singularen Punkte 
dieser Differentialgleichung sind die Werthe öt^, a^, • ■ a^ , j, die m k 
den Ecken ^^f ^^f'" ^a+i ^^^ -^ annimmt; die Differentialgleichung ( IIa« 
gehört zur Fuchs 'sehen Classe, und die determinirenden Fundamental- 
gleichungen, die zu den Punkten a^ gehören, haben je eine doppelt« 
Wurzel. 

Man nennt nach Herrn Poincare u und jede rationale Function 
von u eine Elein'sche Function von rj. 

Wenn die Kreisbogen s^, s^y s^^ » - - s^ einen Orthogonalkreis 
besitzen, so haben wir den Fall einer Fuchs 'sehen Gruppe von der 
von uns betrachteten Art, u. z. ist die Gruppe eine symmetrische und 
die Zahlen g^, 9,, - - g,_^, sind insgesammt unendUch. Wenn dann 
R innerhalb des Orthogonalkreises gelegen ist, so existirt die Fune 
tion u nur im Innern von 0, und ist, wie wir wissen, überall dicht 
besetzt von den Doppelpunkten der parabolischen und hyperbolischen 
Substitutionen der Gruppe d". 

Besitzen die Kreisbogen s^^ s^, s^, - - - s^ keinen Orthogonal- 
kreis, so ist gleichwohl der Existenzbereich der Function u ein be- 
schrankter. Die Grenze dieses Existenzbereiches wird gebildet von der 
Gesammtheit der Doppelpunkte der parabolischen, hyperbolischen und 
loxodromischen Substitutionen der Klein'schen Gruppe d: Fügen wir 
der von diesen Doppelpunkten gebildeten Punktmenge ihre erste Ab- 
leitung hinzu, so erhalten wir eine perfecte Punktmenge SL Wäh- 
rend aber im Falle der Existenz eines Orthogonalkreises die per- 
fecte Punktmenge £1 mit der Peripherie von identisch ist, büdet Ä> 
wenn die Gruppe keine Fuchs'sche ist, eine nicht analytische 
Linie. Dieser merkwürdige Umstand ist zuerst von Herrn Klein 
bemerkt worden. Wie Herr Poincare gezeigt hat, besitzt diese Linie 
£1 in jedem Punkte, der eine Ecke eines der aus R durch Spiegelungen 
hervorgehenden Kreisbogenpolygone ist, eine bestimmte Tangente, sie 
besitzt aber an keiner Stelle einen Krümmungskreis. 
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323. Beispiel einer Klein'sclien Gruppe von beliebigem GeBOhlechte. 

Klein'sohe Fiinotdonen. 

Betrachten wir als zweites Beispiel einen Bereich R, der von 
(^ö ^- 1) sich gegenseitig ausschliessenden Vollkreisen begrenzt wird; 
seien diese Kreise 

«Ol «1? «2> ••' «a- 

* 

Der Bereich R ist dann vom Zusammenhange <5 -f- 1 und er besitzt 
keine Ecke. Spiegeln wir denselben z. B. in Bezug auf den Kreis 5^, 
so bildet das Spiegelbild R' mit R zusammengenommen einen von 
2ö Kreisen^ nämlich den s^^ s^, - ' * s^ und ihren Spiegelbildern in Bezug 
auf Sq 

begrenzten Bereich R^. Die Substitutionen 8^, welche s^ in sj ver- 
wandeln, sind hyperbolische oder loxodromische, dieselben bilden 
mit ihren inversen die Basis einer projectiven Gruppe #. 

Die Discontinuitat dieser Gruppe ergiebt sich ebenso wie in dem 
vorhin betrachteten Beispiele aus der einfachen Bemerkung, dass z. B. 
das Spiegelbild von R in Bezug auf eine Seite $^ dieses Bereiches 
ganz im Innern des Kreises s^ gelegen sein muss, also den Bereich R 
an keiner Stelle überdecken kann. Denoinach ist # im Allgemeinen eine 
Klein 'sehe Gruppe, sie wird insbesondere zu einer Fuchs 'sehen, wenn 

die Kreise ^o ' ^i ' ^2 ^ ' ' ' ^a ^^^^ Orthogonalkreis besitzen. 

Die Gleichung (I), welche die beiden zu diesem Bereiche R ge- 
hörigen Functionen te, v mit einander verknüpft, ist vom Range 6. 
Ihre Riemann'sche Fläche T wird durch die Realitätslinien, die den 
Kreisen 

entsprechen, in eine (26 — l)-fach zusammenhängende zerschnitten. 
Diese ist die eindeutig conforme Abbildung des (26 — l)-fach zusammen- 
hängenden Bereiches R^. Da die Gruppe d' eine discontinuirliche ist, 
so sind die m, v eindeutige Functionen von rj^ und jede eindeutige 
Function von 77, die sich innerhalb R^ wie eine rationale Function 
verhält und bei den Substitutionen von ^ ungeändert bleibt, ist eine 
rationale Function der durch die Gleichung (I) verknüpften Grössen w, v. 
Denken wir uns den Bereich R^ aus der i;- Ebene ausgeschnitten 
und durch Deformation und Biegung so umgestaltet, dass die corre- 
spondirenden Punkte der Seiten 
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aufeinanderfalleii; so stellt derselbe eine geschlossene Fläche T dar, die 
die eindeutig conforme Abbildung der unzerschnittenen Riemann'scheL 
Fläche T ist. 

Die so definirte Elein'sche Gruppe ist eine symmetrische, di^ 
Gleichung (I), die zwischen u^ v besteht, hat dem entsprechend reale 
Goefficienten. 

Wir können aber leicht eine analog beschaffene nicht symme- 
trische Elein'sche Gruppe definiren. 

Denken wir uns nämlich in der i^ -Ebene 26 beliebige Kreise 

die sich gegenseitig ausschliessen und weder schneiden noch berühren. 
Bezeichnen wir das durch diese Kreise begrenzte Gebiet der 17 -Ebene 
durch JB^, so gehen die Seiten 

dieses Bereiches durch hyperbolische oder loxodromische Substitutioner. 
S^ aus einander hervor, und diese Substitutionen S^ bilden mit ihren 
inversen die Basis einer projectiven Gruppe d: 

Genau so wie im symmetrischen Falle schliessen wir, dass diese 
Gruppe eine discontinuirliche sein müsse. In der That, construiren wir 
z. B. die Abbildung von jK^ durch die Function 

so erhalten wir einen Bereich B^, der ganz innerhalb des Kreises sj 
gelegen ist, also R^ nicht überdecken kann; u. s. w. Man kann leicht 
einsehen, dass die aus B^ durch Anwendung der Substitutionen von ^ 
hervorgehenden Bereiche die ganze 9^ -Ebene, mit Ausnahme gewisser 
perfecter Punktmengen, die aber kein zweidimensionales Gebiet erf&Ueu, 
einfach und lückenlos bedecken. 

Man kann nun in ähnlicher Weise, wie wir es nach dem Ver- 
fahren von Herrn Klein in der Nr. 214 (Bd. H, 1, S. 332 ff.) für den 
daselbst betrachteten einfach zusammenhängenden Bereich gethan haben, 
die Existenz von Functionen nachweisen, die sich innerhalb B^ wie 
rationale Functionen verhalten und in correspondirendeu Punkten der 
Seiten 

S^y Sj (x = l,3, a) 

dieselben Werthe annehmen. Man kann die Existenz solcher Func- 
tionen aber auch nach dem Vorgänge von Herrn Poincare dadurch 
erweisen, dass man mittelst der Substitutionen 

1 5= Sq , S^ , 5^ , • • • ad infinitum 
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der Gruppe -ö*, Thetareihen 

bildet, wo H eine beliebige rationale Function, m eine ganze Zahl 
grösser als Eins bedeutet. Die Convergenz dieser Thetareihen, die 
Herr Poincare als Klein'sche Thetareihen bezeichnet, kann nach 
dem beim ersten Convergenzbeweise für die Fuchs 'sehen Thetareihen 
(Nr. 306, S. 177) angewandten Verfahren erwiesen werden. Dieselben 
haben die Eigenschaft, dass wenn 

eine beliebige Substitution der Gruppe d' bedeutet, 

ist; man erhält also durch Quotientenbildung aus solchen Klein 'sehen 
Thetafunctionen Ausdrücke, die innerhalb B^ den Charakter von ratio- 
nalen Functionen besitzen und bei den Substitutionen der Gruppe -O* 
ungeändert bleiben. Herr Poincare bezeichnet diese Functionen als 
Klein'sche (vgl. Nr. 322, S. 238). 

Denken wir uns den Bereich R^ durch Dehnung und Biegung 
wiederum so umgeformt, dass correspondirende Punkte der Seiten 

aufeinanderfallen, so sind die zur Gruppe d- gehörigen Elein'schen 
Functionen eindeutige Functionen des Ortes auf der so entstehenden 
geschlossenen Fläche T, die in jedem Punkte dieser Fläche den Charak- 
ter von rationalen Functionen besitzen. 

Da die Fläche T eine (2<y + l)-fach zusammenhängende ist, so 
folgt hieraus nach einem von Riemann in der Theorie der algebrai- 
schen Functionen angewandten Schluss verfahren, dass sich jede zur 
Gruppe d" gehörige Klein'sche Function durch zwei solche Functionen 
tiy V, zwischen denen eine algebraische Gleichung vom Range 6 

(la) /•(«, «) = 

besteht, rational darstellen lässt. Die zu der Gleichung (la) gehörige, 
z, B. über der w-Ebene auszubreitende Riemann'sche Fläche ist die 
eindeutig conforme Abbildung der geschlossenen Fläche T. 

Wir haben also in diesem Falle die beiden durch die 
Gleichung (la) vom Range 6 verknüpften Variabein als ein- 
deutige Klein'sche Functionen des Parameters rj dargestellt. 

Schlesinger, Differentialgleichungen, n, 2. 16 
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324. Darstellung der doroh eine algebraisohe Gleichung verknüpften 
Variabein als eindeutiger Functionen eines Parameters. 

Der am Schlüsse der vorigen Nummer erwähnte Parameter ly er- 
scheint als Integralquotient einer linearen Differentialgleichung 

(üb) ^| = ^(«,t;)y, 

WO q>{u^v) eine rationale Function der durch die Gleichung (la) ver- 
knüpften Variabein u, v darstellt. Die projective Monodromiegruppe 
dieser Differentialgleichung ist ^^ und da der Fundamentalbereich B^ 
keine Ecken hat^ sind die einzigen singulären Punkte dieser Differential- 
gleichung die Yerzweigungspunkte der algebraischen Function v von u. 
Das Verhalten der Integrale von (IIb) in der Umgebung dieser Punkte 
lässt sich ohne Schwierigkeit übersehen. 

Die Functionen u, v sind nicht eindeutig bestimmt; man kann 
vielmehr an Stelle derselben zwei rationale Functionen 

betrachten^ die so beschaffen sind^ dass sich u, v mit Berücksichtigung 
der Gleichung (la) auch wieder als rationale Functionen 

von Wj, i\ ergeben. Die m^, v^ genügen also dann einer Gleichung 

(Ib) AK, «i) = 0, 

die mit (la) in der Bezeichnung von Riemann (vgl. Nr. 163, Bd. II, 1, 
S. 110) zu derselben Classe gehört. 

Wir können also nicht nur u^ v, sondern irgend zwei 
Variable w^, v^y die durch eine mit (la) zur selben Classe 
gehörige Gleichung (Ib) mit einander verknüpft sind, als 
eindeutige, zur Gruppe & gehörige Klein'sche Functionen der 
Variabein rj darstellen. 

Wenn 6 = 1 ist, d. h. wenn B^ von zwei Kreisen begrenzt wird, 
so besteht die Gruppe d" aus den Potenzen einer einzigen hyperbolischen 
oder loxodromischen Substitution, die wir in der Normalform als 

Sri — X -g-rV — l 

schreiben wollen. Bilden wir uns dann eine eindeutige doppeltperio- 
dische Function p(^) mit den Perioden 

2ni, log iC, 
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die innerhalb des Periodenparallelogramms jeden Werth nur zweimal 
annimmt^ so liefert die Function 

und die Ableitung derselben nach t 

das durch eine Gleichung vom Eange Eins 

(HI) /•(«, «) = 

verknüpfte Functionenpaar u, Vy durch welches eine jede zu dieser 
Kl ein 'sehen Oruppe ^ gehörige Klein 'sehe Function rational dar- 
gestellt werden kann. 

Diese Gruppe ist nichts anderes wie die projective 
Monodromiegruppe des in der Nr. 197 (Bd. II, 1, S. 256) behan- 
delten Fuchs'schen Beispiels. 

Bilden wir den zu dem Periodenquotienten 

logK 



(IV) 



2^i 



gehörigen Modul x^ des entsprechenden elliptischen Integrals, so ist 
dieser Modul eine Invariante der durch die Gleichung (III) bestimm- 
ten Glasse von algebraischen Gleichungen oder Functionen. 

Ist umgekehrt ein beliebiger Modul x' vorgelegt, so können wir 
den entsprechenden Periodenquotienten finden und denselben in die 
Form (IV) setzen. Wir erhalten auf diese Weise die Substitution Srj 
(natürlich abgesehen von einer noch willkürlich zu wählenden projec- 
tiven Substitution, durch welche Sri transformirt werden kann und 
durch deren Festlegung die Doppelpunkte von Sri fixirt werden) und 
somit für eine beliebige Glasse von algebraischen Gleichungen vom 
Range Eins die Variable 17, mit Hülfe deren die durch eine solche 
Gleichung verknüpften Variabein, als eindeutige Elein'sche Functionen 
dargestellt werden können. 

Wenn x^ real ist, so können wir K real nehmen, dann ist die 
Substitution Sri eine hyperbolische, und die Gruppe & wird zu einer 
Fuchs'schen. 

Wenn <y> 1 ist, so wird, wie Riemann gezeigt hat, eine Glasse 
von algebraischen Gleichungen vom Range 6 durch 36 — 3 constante 
Grössen bestimmt. Man nennt dieselben die Classenmoduln, und 
diese spielen für <y > 1 die analoge Rolle wie das x^ für <y = 1. 

Wenn wir von einem durch die 26 Kreise s^, sj begrenzten Be- 
reiche Bq ausgehen, so sind die 36 — 3 Classenmoduln derjenigen 

16* 
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Glasse Ton algebraischen Gleichungen^ die die Eigenschaft haben^ dass 
die durch dieselben verknüpften Yariabeln als eindeutige Functionen 
von Tj erscheinen^ yollkommen bestimmt. 

Nun hangt die aus den 6 Substitutionen S in und deren myerseii 
gebildete Klein'sche Gruppe d' von 3<y, und wenn wir von einer will- 
kürlichen transformirenden projectiven Substitution absehen^ von 

3tf-3 

Parametern ab. Die Anzahl der Parameter der Gruppe %^ stimmt also 
genau überein mit der Anzahl der Glassenmoduln der zugehörigen 
Glasse von algebraischen Gleichungen. 

Es liegt also die Frage nahe, ob man nicht auch allgemein, wenn 
<y > 1 ist, die Glassenmoduln willkürlich vorschreiben und dann die 
3<y — 3 Parameter einer Kl ein 'sehen Gruppe %' von der jetzt betrach- 
teten Ai*t finden kann, die so beschaffen ist, dass sich zwei Variable, 
die durch eine Gleichung der durch die gegebenen Moduln bestimmten 
Glasse verknüpft sind, als eindeutige zu %• gehörige Kl ein 'sehe Func- 
tionen darstellen lassen. 

Diese Frage lässt sich nach Herrn Poincare im bejahenden Sinne 
beantworten und dadurch der fundamentale Satz beweisen, dass zwei 
durch irgend eine algebraische Gleichung verknüpfte Va- 
riable als eindeutige Klein'sche Functionen eines Para- 
meters dargestellt werden können. 

Wenn die Kreise 

einen Orthogonalkreis besitzen, so sind die Substitutionen S hyper- 
bolische und die Gruppe d" eine Fuchs'sche. In diesem Falle kann 
man zeigen, dass die S6 — 3 Glassenmoduln der entsprechenden Glasse 
von algebraischen Gleichungen reale Grössen sind. Für Gleichungen 
mit realen Glassenmoduln würde also eine Darstellung der durch eine 
solche Gleichung verknüpften Variabein durch Fuchs'sche Functionen 
möglich sein. 

Herr Poincar^ hat aber gezeigt, dass sich auch für die durch 
eine beliebige algebraische Gleichung (mit complexen Glassenmoduln) 
verknüpften Variabein eine Darstellung als Fuchs 'sehe Functionen 
eines Parameters angeben lässt; wir werden eine solche Darstellung 
noch später kennen lernen. 



Sechzehnter Abschnitt. 
Das Poinear^'sehe Princip und seine Anwendangen. 

Erstes Kapitel. 

325. Fonnnlirang eines neuen FroblenuB. Bedeutung desselben. 
Das Pol no arische Prinoip in allgemeiner Fassung. 

Zum Beweise des Theorems^ welches wir oben (Nr. 324, S. 244) 
erwähnt hatten, kann man sich einer Methode bedienen, die Herr 
Poincar6 erdacht und als Methode de continuit^ bezeichnet hat. 
Wir werden weiter unten (Nr. 328) diese Methode an einem einfachen 
Beispiele auseinandersetzen, in Bezug auf die allgemeine Fassung der- 
selben müssen wir uns damit begnügen, auf die Arbeit von Herrn 
Poincare im vierten Bande der Acta Mathematica hinzuweisen. 

Es möge jetzt ein etwas anderes Problem formulirt werden, wel- 
ches Herr Poincare durch eben diese Methode gelöst hat. Wir be- 
schranken uns dabei auf die besondere Art Yon Fuchs'schen Func- 
tionen, die wir in den drei ersten Kapiteln des vorigen Abschnittes be- 
handelt haben. 

Wir waren ausgehend von dem Fundamentalbereiche iJ^, der in 
den aus den Ecken gebildeten Gykeln 

^i; (^2? K)y (^3' K)y '" (^a> V)^ K^-l 

beziehungsweise die Winkelsummen 

aufweist, zu einer Fuchs 'sehen Gruppe d" und den zugehörigen Fuchs '- 
sehen Functionen gelangt, die sich insgesammt durch 

z = firi) 

rational darstellen lassen. Dabei war rj der Integralquotient einer 
linearen Diflferentialgleichung zweiter Ordnung 
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(1) = «^^' 

wo die rationale Function q (js) , die in der Nr. 216 (Bd. 11, 1, S. 343, 
Gl. [29 b]) angegebene Form 






(2) 






besitzt, wenn wir z so einrichten, dass 

ist; dabei bedeutet E^_^{z) eine ganze Function (p — 2)**° Grades, in 
welcher der Coefficient von z"'~^ den Werth Eins besitzt. 

Wenn wir noch a, = 0, a,= 1 wählen, so sind in der rationalen 
Function q {z) noch die 6 — 2 Grössen 

^s» ^4; ••• % 

und die <J — 2 Coefficienten .von E^_^{d) enthalten, die, wenn wir 
uns die Zahlen 

(3) g^y g^y " gaJ ga+1 

fest denken, d.h. wenn wir einen Typus holoedrisch isomorpher Fuchs'- 
scher Gruppen betrachten, durch Angabe der Gruppe ^ vollkommen 
bestimmt sind. 

Innerhalb eines Typus holoedrisch isomorpher Gruppen, der durch 
Angabe eines bestimmten Systems der ganzen Zahlen (3) charakterisirt 
ist, hängt eine einzelne Gruppe (vergl. Nr. 308, S. 189) noch von 2tf — 4 
realen Parametern ab. Durch Angabe dieser 26 — 4 realen Grössen, 
die nur noch gewissen Ungleichheitsbedingungen zu genügen haben, 
damit die Gruppe eine Fuchs 'sehe sei, sind also die 2<y — 4 in q{ß) 
auftretenden complexen Grössen vollkommen bestimmt. 

Diese 26 — 4 complexen Grössen sind 4:6 — 8 realen Grrossen 
aequivalent, so dass also q(z) genau 26 — 4 reale Parameter mehr ent- 
hält, wie die Fuchs'sche Gruppe #. 

Wir schliessen hieraus, dass zwischen den 46 — 8 realen Para- 
metern, die in q(z) bei Fixirung der Grössen (3) noch enthalten sind, 
genau 26 — 4 Bedingungsgleichungen erfUllt sein müssen, wenn in der 
Differentialgleichung (1) z eine Fuchs'sche Function des Integralquo- 
tienten Ti sein soll. 
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Hat man also die Aufgabe, q (z) so zu bestimmen, dass für (1) die 
letztere Bedingung (immer bei bestimmter Wahl der Zahlen (3)) er- 
füllt ist, so darf man nur über 2tf — 4 der in q(0) enthaltenen realen 
Parameter disponiren. 

Man kann also z. B. die 6 — 2 singulären Stellen 

%y ^4^ '" % 

vorschreiben und fragen: 

Lassen sich die gedachten 26 — 4 Bedingungsgleichungen stets 
befriedigen, wenn in q(ßi), nebst den Grössen (3), noch die singulären 
Punkte «3? öj^; " • • ö^^ willkürlich vorgeschrieben werden; oder mit 
anderen Worten (vergl. Nr. 216, Bd. II, 1, S. 346): 

Kann man die Coefficienten der ganzen Function E^_^{z) 
stets so bestimmen, dass bei fester Wahl der Grössen (3) und 
für willkürlich gegebene singulare Punkte «j, öt^, • • • öt^ in 
der Differentialgleichung (1) die unabhängige Variable eine 
eindeutige Fuchs'sche Function des Integralquotienten sei? 

Um die grosse Bedeutung, welche die Beantwortung dieser Frage 
besitzt, hervortreten zu lassen, knüpfen wir an das in der Nr. 303 
(S. 162) für den besonderen Fall einer Function mit drei singuläi-en 
Punkten dargelegte Poincar^'sche Princip an. 

Sei durch eine bestimmte Fuchs'sche Gruppe %' des durch die 
Zahlen (3) charakterisirten Typus eine DiflFerentialgleichung (1) ge- 
wonnen, in welcher also die ttj , «^ , • • • a^ bestimmte Werthe besitzen. 

Betrachten wir eine Function 

Y=F{z), 
die keine anderen Stellen der ^-Ebene als 

zu Yerzweigungspunkten hat, und die so beschaffen ist, dass jeder 
Zweig von Y, wenn g^ eine endliche ganze Zahl ist, nach ^^- maliger 
Umkreisung des singulären Punktes a^ zu seinem Ausgangswerthe 
zurückkehrt, wahrend sie, wenn g^ unendlich gross ist, in der Um- 
gebung von j2f = a^ auch unendlich vieldeutig sein kann. 
Setzen wir dann 

wo 1? den Integralquotienten der Differentialgleichung (1) bedeutet, so 
ist die Function 

T=F(f{'n))=g{n) 

von ri offenbar nur innerhalb des Einheitskreises der iy -Ebene definirt. 
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In der Umgebung einer Stelle rj, die keine Ecke eines der Bereiche 
B^ ist^ die aus B^ durch die Substitutionen 

S^ (*=0,1,2, ) 

der Gruppe # hervorgehen, verhalt sich die Function g(rj[) offenbar 
eindeutig, sie verhält sich aber auch eindeutig in der Umgebung einer 
im Innern des Einheitskreises gelegenen Ecke eines Bereiches I?,. 
Denn wenn diese Ecke z. B. mit der Ecke X^ von B^ correspondirt, so 
entspricht einem einfachen Umlaufe von rj um X eine ^ -malige Um- 
kreisuBg des Punktes a, durch die Variable .. 

Also ist g(rj) eine unverzweigte und folglich, da das Innere 
des Einheitskreises eine einfach zusammenhängende Fläche ist, eine 
schlechthin eindeutige Function von 17. 

Die functionale Beziehung zwischen Y und z lässt sich also in 
der Form 

darstellen, wo /"(1?), g(ri) eindeutige Functionen von 1? sind, und wir 
erhalten die sämmtlichen Zweige der Function Y von 0, wenn wir in 
g(ri) an die Stelle von rj die Werthe S^rj setzen und S^ der Reihe 
nach die Substitutionen der Gruppe d" durchlaufen lassen. Dies ist 
das Poincare'sche Princip in seiner allgemeinen Fassung. 
Sei nun 

eine willkürlich gegebene Function, die nur eine endliche Anzahl 6-^1 
von Verzweigungspunkten besitzt und die eindeutig ist, wenn wir uns 
die ^ -Ebene durch einen diese tf + 1 Punkte untereinander verbinden- 
den Schnitt zerschnitten denken. Dann können wir zunächst ohne Be- 
schränkung der Allgemeinheit annehmen, dass drei der Verzweigungs- 
punkte an den Stellen 

der ;2r-Ebene gelegen sind, die übrigen 6 — 2 Verzweigungspunkte 
seien 

Wenn jeder Zweig der Function Y nach einer endlichen Anzahl 
von Umkreisungen des Punktes a^ zu seinem Ausgangswerthe zurück- 
kommt, so sei g gleich dieser Anzahl; wenn die Function Y in der 
Umgebung von a^ unendlich vieldeutig ist, so nehmen wir g^ = <x>. 

Bilden wir mit Hülfe dieser Werthe a^ , a^ , • • • a^ und der zu- 
gehörigen Zahlen 

^1; ffi} '" 9a7 9a+i 
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die durch die Gleichung (2) definirte Function q(is)f und betrachten 
dann die Differentialgleichung (1), worin q(/) die eben erklärte Be- 
deutung hat. 

Wenn es dann möglich ist^ über die in q(z) noch unbestimmt 
gebliebenen CoefBcienten von E^_^(z) so zu disponiren^ dass z eine 
eindeutige Function des Integralquotienten rj wird, für welche der 
Bereich, wo sich diese Function wie eine rationale Function verhält, 
ein einfach zusammenhängender ist, so folgt aus dem Poincare 'sehen 
Principe, dass auch Y eine eindeutige Function von i^ sein muss, so 
dass also die fiinctionale Beziehung, die zwischen T und is besteht, 
dadurch dargestellt werden könnte, dass wir g und Y als eindeutige 
Functionen des Parameters r^ ausdrücken. 

Y kann als Function von 0, z. B. als die Lösung einer beliebigen 
linearen Differentialgleichung mit algebraischen Goefficienten definirt 
sein, dann sind offenbar die für die Function FQs) aufgestellten Be- 
dingungen erfüllt. 



326. Normale Differentialgleichungen. Fuchs 'sehe Differential- 

gleiohimgen. Untergeordnete Differentialgleichungen. Fuohs'sohe 

Functionen, die vorgeschriebene Werthe auslassen. 

Wir sagen von einer Differentialgleichung (1), in welcher q (z) die 
Form (2) besitzt und wo die g^ positive ganze Zahlen oder unendlich 
gross sind, sie sei eine normale Differentialgleichung. Wenn in 
einer normalen Differentialgleichung die unabhängige Variable z eine 
Fuchs'sche Function des Integralquotienten ist, so sagen wir, sie sei 
eine Fuchs'sche Differentialgleichung. 

Damit eine normale Differentialgleichung eine Fuchs 'sehe sein 
könne, müssen die Zahlen g^^ g^, • • • ^^ , ^ die Ungleichung 

w |a-u)-i-^>o 

erfüllen, welche (vergl. Nr. 312, S. 205) besagt, dass die Summe der 
Winkel des Fundamentalbereiches F^ oder R^ kleiner als 

2^(^—1) 

ist, d. h. mit anderen Worten, dass sich R^ eindeutig conform auf ein 
von geodätischen Linien gebildetes Polygon auf einer Fläche vom con- 
stanten Erümmungsmaasse — 1 abbilden lässt. 

Wenn die Zahlen g. die Ungleichung (4) nicht erfüllen, d. h. wenn 
entweder 
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(I) -7<0 

oder 

(n) -i = o, 

SO kann die normale Differentialgleicliung (1) zwar keine Fuchs'sche 
sein^ aber es kann gleichwohl z eine eindeutige Function Yon y\ werden, 
deren Existenzbereich ein einfach zusammenhängender ist. 

Was zunächst den Fall (I) anlangt^ so muss also für positives v 

sein. Diese Gleichung wurde in der Nr. 299 (S. 149 jff.) discutirt^ und 
wir fanden daselbst als die einzig möglichen Fälle die cyküschen 
Gruppen mit <y = 1 und die Gruppen des Dieders, Tetraeders, Oktaeders 
und Ikosaeders mit 6 = 2. Wie wir schon in der Nr. 312 (S. 206» 
erwähnt haben, folgt hieraus, dass v, wenn es positiv ist, stets eine 
ganze Zahl sein muss; wir haben also das Resultat: 

Im Falle (I) bleibt in g(j?) kein Parameter unbestimmt, 
und in der Normalgleichung (1) ist z stets eine rationale 
Function des Integralquotienten. 

Im Falle (11) muss offenbar 6 gleich Zwei oder gleich Drei sein. 

Für 6 = 2 ist q (ß) wiederum vollständig bestimmt, und wir haben 
die drei (beziehungsweise vier) in der Nr. 289 (S. 113) behandelten 
Fälle, wo JB^ oder F^ als geradliniges Dreieck gewählt werden kann 
und in welchen z eine elliptische Function von yi ist. 

Für <y = 3 ergiebt sich als einzige Möglichkeit 

und q{z) enthält, wenn a^ = 0, a^ = 1 , a^ = oo und a^ wiUkörlich. 
aber gegeben ist, noch einen unbestimmten Parameter. 

In diesem Falle ist, wie man leicht erkennt, die Differential- 
gleichung (1) im Wesentlichen diejenige, die wir in der Nr. 197 (Bd. II, 1, 
S. 256) als das Fuchs 'sehe Beispiel behandelt haben. 

Es ergab sich daselbst, dass der in q{z) willkürlich bleibende 
Parameter stets und zwar nur auf eine Weise so bestimmt werden 
kann, dass z als eindeutige Function von ri ei*scheint, und zwar ist 
dann z im Wesentlichen auch eine elliptische Function von iy. 

Der Fall (II) liefert also nebst den bereits erledigten Fallen 
tf = 2, wo q{z) vollkommen bestimmt ist, einen Fall, in welchem 
wir lernen, dass die Bestimmung des Parameters, der in q{z) noch 
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-wUkürlich geblieben ist, stets und nur auf eine Weise so erfolgen 
kann, dass e eine eindeutige Function yon 17 sei. 

Ein analoges Resultat besteht nun in dem Falle, wo die Zahlen 

die Ungleichung (4) befriedigen. Herr Poincare hat nämlich mit 
Hülfe der „Methode de continuit^" den folgenden Satz bewiesen: 

Wenn in einer normalen Differentialgleichung (1) nebst 
den die Ungleichung (4) befriedigenden Zahlen g^ noch die 
singulären Punkte 

^willkürlich vorgeschrieben sind, so lassen sich die Coeffi- 
cienten der ganzen Function E^__^{z) in q{z) stets und nur 
auf eine Weise so bestimmen, dass eine Fuchs*sche Func- 
tion des Integralquotienten 17 sei. 

Aus diesem Satze, der die in der vorigen Nummer (S. 247) 
aufgeworfene Frage erledigt, folgt in Verbindung mit den für die 
Fälle (I), (11) bereits früher gefundenen Resultaten, dass in der That für 
jede Function 

die nur eine endliche Anzahl von Verzweigungspunkten besitzt und 
die in der durch eine Curve, welche die Verzweigungspunkte unter- 
einander verbindet, zerschnittenen jer- Ebene eindeutig ist, ein Parameter 
71 so gefunden werden kann, dass Y und z als eindeutige Functionen 
von 71 erscheinen. 

Um jedoch die Möglichkeit einer solchen Darstellung zu erweisen, 
bedarf es nicht des Poincar^'schen Satzes in seiner vollen Allgemein- 
heit. Um dies einzusehen bemerken wir Folgendes. 

Seien für eine gegebene Function Fvon der angegebenen 
Beschaffenheit die Verzweigungspunkte 

und die zu denselben gehörigen Zahlen g^ gegeben; dann ist (1) 
die mit diesen Grössen gebildete normale Differentialglei^ 
chung. 

Denken wir uns eine andere normale Differentialgleichung (1'), 
die nebst den singulären Punkten 

eventuell noch gewisse andere singulare Punkte 
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besitzt, in welcher ferner die Differenz der Wurzeln der zu einem 
Punkte a^ gehörigen determinirenden Fundamentalgleichung f&r 

x = l, 2, ... <^+ 1 

der reciproke Werth einer ganzen Zahl y ist, die ein Vielfaches von 
g^ oder unendlich gross ist, während für x > <y + 1 diese Differenz 
eine beliebige reciproke ganze Zahl oder Null sein kann. Wir sagen 
dann (vergl. Nr. 303, S. 165) von der normalen Differentialgleichung (1';, 
sie sei der normalen Differentialgleichung (1) untergeordnet oder 
subordinirt. 

Wir können z. B. eine normale Differentialgleichung, die die tf + 1 
singulären Punkte 

besitzt und deren determinirende Fundamentalgleichungen sämmtlich 
eine doppelte Wurzel haben, stets als der Differentialgleichung (1) 
subordinirt ansehen, wenn in (1) einige der Zahlen g^ endliche ganz- 
zahlige Werthe haben. 

Gelingt es dann zu zeigen, dass sich in einer der Differential- 
gleichung (1) subordinirten normalen Differentialgleichung (T) die noch 
xmbestimmt gebliebenen 6 -{' r — 2 Parameter so bestimmen lassen, 
dass diese Differentialgleichung eine Fuchs'sche wird, so sind offen- 
bar für die Function 

Y und z auch eindeutige Functionen des Integralquotienten dieser 
Fuchs 'sehen Differentialgleichung. 

Wenn in einer Fuchs 'sehen Differentialgleichung alle determini- 
renden Fundamentalgleichungen doppelte Wurzeln haben, so sind in 
dem Fundamentalbereiche jB^ der entsprechenden Fuchs'schen Gruppe 
d" alle Winkel gleich Null, die Ecken aller Bereiche, die aus B^ durch 
die Substitutionen von O* hervorgehen, liegen auf der Peripherie des 
Einheitskreises, und die unabhängige Variable 0, die eine Fuchs'- 
sche Function des Integralquotienten ist, hat die charakteristische 
Eigenschaft, innerhalb des Bereiches, wo sich diese Function wie eine 
rationale Function verhält, keinen der Werthe annehmen zu können, 
der einem singulären Punkte der betrachteten Fuchs 'sehen Differen- 
tialgleichung entspricht. Wir sagen dann (vergl. Nr. 803, S. 166), diese 
Fuchs'sche Function lasse die gedachten Werthe aus. 

Es wird also hinreichend sein, wenn wir zeigen, dass stets eine 
Fuchs'sche Function hergestellt werden kann, die die beliebig vor- 
geschriebenen Werthe 
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«17 »27 S? ••• ^ay ^o-\.v 
wo wir, ohne die Allgemeinlieit zu beschränken, 

nehmen können, und eventuell auch noch gewisse andere Werthe 



^a+%> ' ' ' «r-f-ff+i 



auslässt. 



327. Beweis, dass eine normale Differentialgleiohiing nicht auf 
Bwei Arten zu einer Fu Obs 'sollen gemacht werden kann. 

Ehe wir auf den am Schlüsse der vorigen Nummer in 
Aussicht gestellten Nachweis eingehen, möge erst gezeigt 
T^erden, dass allgemein für eine beliebige normale Differen- 
tialgleichung (1), wo die g^ der Ungleichung (4) Genüge 
leisten, die Bestimmung der Coefficienten von E^_^{is) bei 
fester Wahl der a, , a^,*-' a^ nicht auf zwei verschiedene 
Weisen so erfolgen kann, dass die Differentialgleichung eine 
Fuchs'sche wird. 

Nehmen wir an, es sei für eine bestimmte Wahl der Coefficienten 
von E^__^(js) die Function q(/s) gleich ^^(je?), für eine andere Wahl 
dieser Coefficienten gleich q^ißi)} iind mögen die beiden Differential- 
gleichungen 

(5) g -,,(.).. g -,.(.), 

Fuchs'sche sein. Wir bezeichnen den Integralquotienten der ersten 
Gleichung durch iy, den der zweiten durch f und denken uns i^, g so 
gewählt, dass für beide Fuchs'sche Functionen 

der Orthogonalkreis der Einheitskreis der 17- beziehungsweise g-Ebene 
sei, dass femer 17 und £ gleichzeitig verschwinden, so dass etwa 

o = /;(0), « = /;(0) 

ist, wo a einen regulären Punkt beider Differentialgleichungen (5) be- 
deutet, und dass endlich für einen anderen ebenfalls regulären Punkt 
z s=h sowohl rj als auch g reale Werthe annehmen. 

Die Gruppen d"^, d^, die zu den beiden Fuchs 'sehen Functionen 
fiiv)? /«(S) gehören, sind holoedrisch isomorph, die entsprechenden 
Fundamentalbereiche R^^ und R^ sind beide eindeutig conforme Ab- 



n 
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bildongen der in passender Weise zerschnittenen jet- Ebene. Wir scUiessen 
hieraus, dass r^y £ gegenseitig eindeutige Functionen von einander sind, 
so lange diese beiden Orössen innerhalb des Einheitskreises verbleiben. 
Betrachten wir den Quotienten 

1 ' 

so ist derselbe sowohl als Function von rj als auch als Function ron 
i aufgefasst eindeutig innerhalb des Einheitskreises der betreffenden 
Yariabeln, und bleibt überdies, da g, 17 gleichzeitig verschwinden, da- 
selbst stets endlich und von Null verschieden. 

Zerlegen wir z. B. rj in seinen realen und imaginären Theil 

und fassen den Quotienten von ^ und r} als Function von ij auf^ so 
wird der Ausdruck 

^ = log ^ 

eine in dem Bereiche 

eindeutige, endliche und stetige Function der beiden realen Yaiiabeln 
u, V sein, die überdies, da t den realen Theil der monogenen Func- 
tion 

logf 

darstellt, der partiellen Differentialgleichung 

cu cv 
Genüge leistet. 

Betrachten wir in der i^- Ebene einen Kreis 

w' + t?' = r% 

dessen Radius r kleiner ist als Eins. Wenn rj auf der Peripherie die- 
ses Kreises verbleibt, ist ^ dem absoluten Betrage nach stets kleiner 
wie Eins, und folglich 

Nach einem bekannten Satze kann aber eine Lösung der partiel- 
len Differentialgleichung (6), die innerhalb eines von einer geschlossenen 
Curve C begrenzten Bereiches eindeutig, endlich und stetig ist, im 
Innern dieses Bereiches keinen Werth annehmen der grösser ist, als 
der grösste Werth, den die Function auf der Begrenzung C erhält. 
Die Ungleichung (7) gilt folglich für alle Werthe 

u -j- V <r , 



(6) .^ + ^.==0 
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Lassen wir nun r gegen die Einheit convergiren^ dann ist 

lim log — = 05 

wir schliessen also, dass t niemals positiv sein kann, wenn ii\ im Innern 
des Einheitskreises verbleibt. Es ist also für 1 17 1 < 1 jedenfalls 

Da 17 und % einander ganz gleichberechtigt gegenüberstehen, folgt 
ebenso, dass für |.{;| < 1 auch 



1 



<1 



sein muss. Wir haben also für 
nothwendig die Gleichung 



also 



<i 



^wo X eine reale Constante bedeutet. 

Da aber 17 , % für = b gleichzeitig reale Werthe annehmen soll- 
ten, muss T "= sein, d. h. es ist 

so dass in der That die beiden Differentialgleichungen (5) identisch 
sein müssen. D. h.: 

Wenn bei gegebenen g. und a. die Goefficienten von 
E^_^(/) so bestimmt werden können, dass die normale Dif- 
ferentialgleichung (1) eine Fuchs'sche wird, so ist diese Be- 
stimmung auch nur auf eine einzige Weise möglich. 

328. Erläuterong der y^M^thode de continnit^*' an einem einfachen 

Beispiele. 

Wir wollen nun die „Methode de continuit^" deren sich Herr 
Poincar^ zum Beweise seines in der Nr. 326 (S. 251) angefahrten 
Satzes bedient, an einem einfachen Beispiele zu erlautem suchen, um 
eine Vorstellung von dieser tiefen und wichtigen Methode zu erlangen. 

Wir betrachten den Fall, wo die gegebenen Werthe 

«1? «2' ••• ^a' «a+l 
real sind. Wenn dann die normale Differentialgleichung (1) durch 
geeignete Wahl der Coefficienten von E^_^(z) zu einer Fuchs'schen 
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gemacht werden kann^ so ist leicht einzusehen, dass die entsprecheiKi*^ 
Puchs'sche Gruppe d" eine symmetrische sein müsse. Dann siai 
also (Nr. 320, S. 231) in q(i) alle Coefficienten real, d.h. die Coeffi- 
cienten von E^_^{z) selbst sind reale Grössen. 

Für <y = 2 ist g (/) vollkommen bestimmt. Der nächste Fall 4J = 3 
ist also der einfachste, für den der Poincare'sche Satz überhaupt in 
Betracht kommt. 

Nehmen wir also <j = 3 , d. h. nebst 

a^ = , «g = 1 , a^ = oo 

noch einen Punkt a^ , und zwar möge a^ ein realer zwischen 1 und x 
gelegener Werth sein. 

Die Zahlen g^, g^, g^, g^ mögen sämmtlich unendlich gross ge- 
wählt werden, es handelt sich darum zu zeigen, dass es eine Fuchs- 
sche Function giebt, die die Werthe 0, 1, aj, c» auslässt. 

Betrachten wir in der i^- Ebene ein Viereck mit den auf dem Ein- 
heitskreise gelegenen Ecken ^j, /[t^, ft^, (i^, dessen Seiten Kreise sind, 
die den Einheitskreis rechtwinkelig schneiden. Wir construiren das 
Spiegelbild dieses Vierecks etwa in Bezug auf die Seite (ji^, ii^) und 
vereinigen dasselbe mit dem ursprünglichen Vierecke zu einem Bereiche 
Rq, der d9.nn den Fundamentalbereich einer gewissen symmetrischen 
Fuchs 'sehen Gruppe d- darstellt. 

Sei 

diejenige zur Gruppe d" gehörige Fuchs^sche Function, die die ein- 
deutig conforme Abbildung des Viereckes (ft^, ft^, /ij, ft^) auf die 
untere a;- Halbebene darstellt und die in den Punkten ft^, ft^, f*^ die 
Werthe 

annimmt. Setzen wir dann 

so ist c real positiv und grösser wie Eins. 

Die Function rj von x ist dann der Integralquotient einer linearen 
Differentialgleichung 

(8) S = ^(^)^' 

WO q{x) eine rationale Function bedeutet, die aus dem Ausdrucke (2' 
(Nr. 325, S. 246) hervorgeht, wenn man daselbst x an Stelle von 2 
schreibt und 
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(T — 3, aj = 0, a,= l, a, = C, g^=g^=g^ = g^ = 
nimmt; in 

Iiat der constante Parameter t einen bestimmten Werth. 

Es handelt sich darum zu zeigen^ dass wir die Ecken fi^ ^ ft^ ? f^s ? ^^4 
des Vierecks als Punkte des Einheitskreises so wählen können^ dass 

gleich dem willkürlich vorgeschriebenen zwischen 1 und oo gelegenen 
realen Werthe a^ wird. 

Lassen wir die drei Ecken fi^, fi,, fi^ fest (vergl. Fig. 32)^ und 
denken wir uns ^i^ auf dem Bogen (ji^, fij yeränderlich^ so hängt die 
Function x der Variabein ij von dem ver- 
änderlichen Parameter fi^ ab. Mit ft^ ändert 
sich auch die Gruppe d'y und zwar sind die 
^verschiedenen Gruppen^ welche verschiedenen 
Werthen von f*j entsprechen^ offenbar holo- 
edrisch isomorph. 

Nach dem Satze der Nr. 309 (S. 192) 
sind die zur Gruppe -ö- gehörigen Fuchs'- 
schen Thetafunctionen stetige Functionen 
des Parameters ft^; also ist auch die Func- 
tion q>(rf) eine stetige Function von (i^^ und 
folglich hängt auch der Werth c, den diese Function fclr rj ==» fi^ an- 
nimmty stetig von dem Parameter (i^ ab. 

Lassen wir (i^ mit fi^ oder ^i^ zusammenfallen^ so verwandelt sich 
das Viereck, von welchem wir ausgegangen waren, in ein Dreieck. 
Die Untersuchung dieser GrenzföUe bildet einen wesentlichen Theil der 
Poincar^'schen Methode. 

Herr Poincar^ zeigt, dass wenn ^, auf der Peripherie des Einheits- 
kreises verbleibend in den Punkt ^i^ einrückt, 

lim q> (/Ag) = lim c ^ 1 , 

und wenn (i^ ebenso in den Punkt ft^ einrückt, 

lim (p (/t,) = Um c = oo 

wird. 

Nach dem in der vorigen Nummer bewiesenen Satze kann nicht 
für zwei von einander verschiedene Werthe von fCj, die auf dem Ein- 
heitskreise zwischen ft^, (i^ liegen, die Grösse c denselben Werth an- 
nehmen. 

Sohleiinger, Differentialgleichangen. 11^2. 17 
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Wir haben also eine stetige Function c von fi^ , die, wenn ft^ auf 
dem Einheitskreise von ft^ bis fi^ geht, jeden Werth nur einmal an- 
nimmt, för ftg = ftg gleich Eins und für (i^ = fi^ gleich Unendlich 
wird. Nach einem bekannten Satze muss diese Function folglich jeden 
zwischen Eins und Unendlich gelegenen Werth einmal und nur ein- 
mal annehmen, während ^i^ den zwischen (i^ und ^^ gelegenen Bogen 
des Einheitskreises durchläuft. 

Damit ist also der Po incar ersehe Satz (Nr. 326, S. 251) in dem 
hier betrachteten besonderen Falle bewiesen. Aehnlich lässt sich der 
Beweis für den Fall beliebig vieler realer öt^, a^, ••• a^ und belie- 
biger der Ungleichung (4) (Nr. 326, S. 249) genügender g^ fuhren. 
Wesentlich schwieriger ist die Anwendung der „Methode de continuite*^ 
im allgemeinen Falle nicht realer Werthe der 

«8^ ^4> ••• «a5 

wir müssen es uns versagen, auf eine Darlegung des Verfahrens ein- 
zugehen, mit Hülfe dessen Herr Poincare diese Schwierigkeiten über- 
wunden hat. 



329. Untergruppen mit endlichem Quotienten von Fnohs'schen 

Gruppen. 

Wir wollen nun eine andere Methode entwickeln, die in dem 
Falle realer Werthe der ag , Ö4 , • • • öt^ und für unendlich grosse g^ 
nicht nur einen Beweis des Poincare 'sehen Theorems liefert, sondern 
auch lehrt, wie man die Fuchs'sche Function, welche die Werthe 



a^ = 0, a, = 1, »3, a^, •• a^, a^^^ 



00 



auslässt, wirklich herzustellen im Stande ist. Diese Methode stützt 
sich auf die Theorie der Untergruppen oder, wie man auch sagen 
kann, auf die Theorie der Transformation der Fuchs'schen Func- 
tionen; wir müssen daher jetzt Einiges aus den Grundzügen dieser 
Theorie entwickeln. 

Es sei eine Fuchs'sche Gruppe d" von der in den ersten Kapiteln 
des vorigen Abschnittes behandelten Art durch ihren Fundamentalbereich 
Bq gegeben, die Substitutionen von O* seien 

insbesondere möge /S^(x «= 1, 2, • • • <y) diejenige Substitution bedeuten, 
die die Seite t^ von JB^^ in die congruente t^' überführt. Ferner sei 
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eine zur Gruppe d" gehörige Fuchs'sche Function^ die innerhalb R^ 
ieden Werth nur ein einziges Mal annimmt , durch welche sich also 
jede zur Gruppe d" gehörige Fuchs'sche Function rational ausdrücken 
läast. Die Werthe^ welche z in den Eckpunkten 

K> *8^ '•• K-\-i 
von Bq annimmt, bezeichnen wir wie gewöhnlich mit 

(1) »17 «27 '" %+l' 

Wir gelangen auf die einfachste Weise zu derjenigen Art von 
Untergruppen der Gruppe d", die uns hier am meisten interessirt, indem 
^rir eine algebraische Function Z yon z betrachten, die sich nur in 
den Punkten (1) der jsr-Ebene verzweigt, und die folgUch nach dem 
Po incar^ 'sehen Principe als eindeutige Function von ij 

Z = F{r,) 

dargestellt werden kann, wenn, wie wir voraussetzen woUen, die Ord- 
nungszahlen der dem Punkte a^ entsprechenden Windungspunkte in der 
die Verzweigung von Z darstellenden Rie mann 'sehen Fläche T in 
der zu a^ gehörigen Zahl g^ als Divisoren enthalten sind. 

Betrachten wir ein System von geschlossenen Wegen in der 
jsr-Ebene, die so beschaffen sind, dass beim Durchlaufen derselben alle 
Zweige der algebraischen Function Z von z zum Vorschein kommen, 
dann entsprechen diesen Wegen gewisse Substitutionen 

der Gruppe ^, und wir haben folglich in den n Ausdrücken 
(2) Z^^F(T^ri) .(x=o,i,...«-i), 

woselbst 

gesetzt wurde, die sämmtlichen Wurzeln der irreductiblen algebrai- 
schen Gleichung n-ten Grades mit in z rationalen Coefficienten 

(3) *(Z,;^) = 0, 

der Z als Function von z genügt. 

Die Function F(ri) bleibt bei gewissen Substitutionen der Gruppe -ö* 
ungeandert; diese Substitutionen bilden offenbar eine Gruppe &, also 
eine Untergruppe von d: Die Gruppe & ist im Sinne der allgemeinen 
in der Nr. 322 (S. 236) aufgestellten Definition eine Fuchs'sche, sie 
ist aber im Allgemeinen nicht vom Geschlechte Null, wie d: , 

17* 
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Setzen wir 

Z^=F{T^7i) = F^{ri) (*=o,i,...«-i), 

so ist offenbar ; wenn S irgend eine Substitution yon S bedeutet , 
F^ (,) = FiST^n) = F{T, T^'ST^v) = F. iT;'ST,ri), 

und mngekelirt ist jede Substitution yon %'y die F^ (rf) ungdmdert lässt^ 
in der Form 

darstellbar. Die Substitutionen von ^^ welche F^ (tji) ungeändert lassen, 
bilden folglich die mit & innerhalb &• gleichberechtigte Unter- 
gruppe (Nr. 140, Bd. II, 1, S. 36) 

e = T~^»T, 

X X M 

Betrachten wir nun eine beliebige Substitution S von d- und 
bilden 

FiSf,), 

SO muss, da die Anwendung der Substitution 8 auf r^ einem geschlos- 
senen Wege der Variabein z entspricht, 

F(Sri)'^F^(f}) 

sein, wo x eine bestimmte der Zahlen 0, 1, • • • n — 1 bedeutet Wir 
haben also 

Fi8fi) = FiT^v), 

d. h. die Substitution 

gehört der Oruppe & an, denn sie lässt F(rf) ungeändert und ist in ^ 
enthalten. 

Die beliebige Substitution S yon d^ ist also in der Form 

darstellbar. 

Wir können demnach 

(4) ^ = ®(1, T„ J„...I',_J 

setzen, wo das symbolische Product auf der rechten Seite andeutet^ 
dass jede Substitution yon mit jeder der Substitutionen 

(o) 1 T T "' T 

zu componiren ist. Wir nennen das System der Substitutionen (5) den 
Quotienten der Untergruppe © in Bezug auf d' (vergl. Nr. 275, S.66j, 
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und sageiiy da dieser Quotient aus einer endlichen Anzahl von Sub- 
stitutionen besteht, sei eine Untergruppe mit endlichem Quo- 
tienten Yon d: 

Wir können uns die Substitutionen (5) so gewählt denken, dass 
die Bereiche 

die aus dem Fundamentalbereiche B^ durch Anwendung dieser Sub- 
stitutionen hervorgehen, mit B^ zusammengenommen ein zusammen- 
hängendes Gebiet P^ bilden. Dieses Gebiet spielt für die Untergruppe 
^ die Rolle des Fundamentalbereiches, die Ecken von P^ vertheilen 
sich in Gjkeln, und die Winkelsumme bei den Ecken eines Cjklus ist, 
da die Gruppe 9 eine discontinuirliche ist, gleich einem aliquoten 
Theile von 29r. 



330. Vereinigiing mehrerer Bereiohe bu einem Fnndamentalbereiohe. 

Untergruppen vom Gesohleohte Null. 

Wir betrachten nun umgekehrt eine gewisse Anzahl von Bereichen 
der der Gruppe 9" entsprechenden Theilung des Innern des Einheits- 
kreises, die mit B^ zusammengenommen ein zusammenhangendes Gebiet 
P^ bilden; seien 

diese Bereiche, und bedeute TJ die Substitution von d", welche B^ in 
B ' überfährt. Dann werden von den Seiten der Bereiche (6) gewisse 
frei geblieben sein, d. h. längs einiger dieser Seiten stösst der Bereich 
P^ an Bereiche der der Gruppe % entsprechenden Theilung, die von 
den Bereichen (6) verschieden sind. Diese Seiten bilden die Begren- 
zung von P^'. 

Sei t^ irgend eine Seite von ü^, t[ die ihr congruente; also 

bedeute femer t^^ die dem t^ entsprechende Seite von B^ und tl^ die 
dem t', entsprechende Seite von B^^ also 

dann werden von den Seiten 

eine gewisse Anzahl, etwa i/^., frei geblieben sein. Offenbar sind dann 
auch genau v^ von den Seiten 

K^ 'a» ^i»> ••• ^^n-l 
frei. 



262 XVI. Das Po ine ar ersehe Princip. Kapitel 1. 

Wir können dann einer beliebigen der frei gebliebenen Seiten t.^ 
eine beliebige der frei gebliebenen Seiten^ deren erster Index ebenialls 
gleich i ist, etwa t.^ , zuordnen, und so v^ Seitenpaare von P^ erhalten. 
Auf diese Weise erscheinen die Seiten von P^' einander paarweise zu- 
geordnet-, möge der Seite t^ von P^ die Seite r^ entsprechen, fBr 






•=i 



Die Ecken von P^ mögen dann in folgender Weise angeordnet 
werden. 

Denken wir uns die Begrenzung von P^ in einem bestimmten 
Sinne, also etwa so durchlaufen, dass die Fläche von P^ zur Linken 



(1) 



in 



bleibt. Wir gehen von einer Ecke Xy von P^ aus, durchlaufen i 
dem angegebenen Sinne die in k^^^ einmündende Seite von P^, dann in 
demselben Sinne die dieser Seite entsprechende und kommen auf diese 
Weise zu einer zweiten Ecke A^ von P^. Dann durchlaufen wir 
wiederum die in A^ einmündende Seite, dann ihre entsprechende, kom- 
men so zu einer dritten Ecke Ag von P^ und fahren so fort, bis wir 
zu der Ausgangsecke A^ zurückgekehrt sind, was offenbar nach einer 
endlichen Anzahl von Wiederholungen des angegebenen Vorganges ein- 
treten muss. Die so der Reihe nach berührten Ecken 

jU) 3(1) i(i) 

fassen wir in einen Cyklus zusammen. 

Wir sehen, dass sich die Ecken von P^ auf diese Weise in Cykeln 
vertheilen. 

Es möge nun vorausgesetzt werden, dass für jeden der 
so gewonnenen Cykeln die Summe der Winkel von P^ ein 
aliquoter Theil von 2;r sei. 

Dann bilden die Substitutionen S , welche die Seiten r von T' 

in ihre entsprechenden x^ verwandeln, mit ihren inversen IT^^ die 
Basis einer Gruppe @', für welche P^ die Rolle des Fundamental- 
bereiches spielt, und diese Gruppe &' ist eine Untergruppe von ^, 
also selbst wieder eine Fuchs*sche Gruppe. 

Denken wir uns den Bereich P^ ausgeschnitten und derart deformirt, 
dass jede Seite r^ mit ihrer entsprechenden x^ so zusammenfallt, dass 
correspondirende Punkte zur Deckung gelangen, so vereinigen sich die 
in einen Cyklus zusammengefassten Ecken von P^ in einem Punkte. 
Die so entstehende geschlossene Flache P^ ist im Allgemeinen von 
höherem als einfachem Zusammenhange, sei ihr Zusammenhang ein 
(2 p + l)-facher. 
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Diese Fläche P^' denken wir uns nun auf die ;8f -Ebene in folgender 
^Weise abgebildet. Wir markiren in jedem Punkte von P^' denjenigen 
T^-Werth, der vor der Deformation von P^' durch den betreffenden 
Punkt dargestellt wurde^ und bestimmen nun die Gesammtheit der 
;er-Werthe, die diesen i;-Werthen vermöge der Function 

" = m 

entsprechen. Diese Gesammtheit bildet eine Fläche, welche die j8f -Ebene 
offenbar genau n-fach überdeckt und die eine unzerschnittene ist, da 
ja ß in correspondirenden Punkten der Seiten r^, rj von P^' denselben 
Werth annimmt. Diese n- blättrige Fläche T' ist als eindeutig con- 
forme Abbildung von P^' eine (2() + l)-fach zusammenhängende und 
besitzt nur die Punkte a^, a^ , • • • «^ i i? die den Ecken der Bereiche (6), 
aus denen sich P^ zusammensetzt, entsprechen, zu Windungspunkten. 
Denken wir uns nun eine EVmction Z' von z, die auf dieser 
n- blättrigen Fläche T' eine eindeutige Function des Ortes ist und jeden 
Werth nur in einer endlichen Anzahl von Stellen annimmt, so ist diese 
Function eine algebraische Function von und eine eindeutige Func- 
tion von ri 

z'=r{n). 

Diese Function bleibt offenbar bei den Substitutionen der Gruppe & 
ungeändert, ist also eine zu dieser Untergruppe von %• gehörige 
Fuchs 'sehe Function, und zwar eine solche Function vom Geschlechte p. 
Die Gruppe 0' ist eine Untergruppe mit endlichem Quotienten 
von O"; wir haben nämlich offenbar 

und die Ausdrücke 

stellen die sämmtlichen Zweige der algebraischen Function Z' von 
ifl dar. 

Wir kommen also, sowohl wenn wir von einer algebraischen Func- 
tion von Zy die in ri eindeutig ist, ausgehen, als auch wenn wir eine 
endhche Anzahl der Bereiche der durch die Gruppe %' bestinunten Thei- 
long zu einem neuen Bereiche P^ zusammenfassen, zu Untergruppen mit 
endlichem Quotienten von -ö-, und zwar können wir offenbar auf beide 
Arten zu jeder beliebigen solchen Untergruppe gelangen. 

Von besonderer Wichtigkeit für uns ist der Fall, wo die Unter- 
gruppe mit endlichem Quotienten selbst wieder eine Fuchs 'sehe Gruppe 
Yon derselben Beschaffenheit wie -ö-, d. h. also eine Fuchs'sche Gruppe 
vom Geschlechte Null ist. 
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Um zu einer solchen Untergruppe &' zu gelangen, hat man die 
Bereiche (6) nur so zu wählen und die Zuordnung der frei gebliebenen 
Seiten in entsprechende Paare nur so einzurichten, dass der Bereieli 
Pq' in Bezug auf die Yertheilung seiner Ecken in Gykeln die für den 
Bereich B^ vorausgesetzte Beschaffenheit besitzt. Bedeutet dann Z 
eine zu der Gruppe 0' gehörige Fuchs'sche Function, welche inner- 
halb des Fundamentalbereiches P^ jeden Werth nur ein einziges Mal 
annimmt, so lässt sich jede zur Gruppe &' gehörige Fuchs 'sehe Func- 
tion rational durch Z' darstellen. 

Nun ist offenbar 

eine eindeutige Function von 17, die bei den Substitutionen von ß' 
ungeandert bleibt, denn bleibt ja bei allen Substitutionen Ton ^ un- 
geändert, und &' ist in d" als Untergruppe enthalten. Femer nimmt 
z innerhalb eines jeden der Bereiche (6) jeden Werth nur einmal an, 
also erhält z innerhalb P^ jeden Werth genau n Male, wenn n die 
Anzahl der Bereiche (6) angiebt. Es ist also z eine zur Gruppe S' 
gehörige Fuchs 'sehe Function und folglich eine rationale Function 

(7) z = m,{z-) 

von Z. 

Da zu jedem Werthe von z genau n Werthe von rj innerhalb P^ 
gehören und da Z' innerhalb P^ jeden Werth nur ein einziges Mai 
annimmt, gehören zu jedem Werthe von z genau n im Allgemeinen 
von einander verschiedene Werthe von Z', die nur fiir diejenigen 
jsi -Werthe, welche Ecken der Bereiche (6) entsprechen, d. h. für die 
Punkte 

theilweise zusammenfallen können. 

D.h.: Die Gleichung (7) stellt eine algebraische Gleichung 
n-ten Grades für Z' als Function von z dar, und die Coeffi- 
cienten dieser Gleichung sind lineare Functionen von e. 
Diese Gleichung ist also vom Range Null. 

Wenn Z' eine Fuchs *sche Function bedeutet, die zu einer Unter- 
gruppe mit endlichem Quotienten &' von &• gehört, die ebenfalls eine 
Fuchs 'sehe Gruppe vom Geschlechte Null ist, und wenn Z' innerhalb 
des Fundamentalbereiches P^ von &' jeden Werth nur ein einziges 
Mal annimmt, so sagen wir, die Fuchs'sche Function Z' gehe aus der 
Fuchs'schen Function z durch eine rationale Transformation 
und zwar durch eine solche Transformation vom n-ten Grade herror, 
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^^cnn Pq' durch Vereinigung von n Bereichen der der Gruppe -&• enfc- 
siprechenden Theilung des Einheitskreises entstanden ist. 

Wenn man die Bereiche (6) kennt, so hat es keine Schwierigkeit 
die Riemann'sche Fläche anzugeben, die die Verzweigung der alge- 
l>Taischen Function Z' von j? darstellt. Wir werden dies im folgenden 
Kapitel an einigen Beispielen erläutern. 



331. Ausgezeichnete Untergruppen. Beziehungen zur Galois'sohen 

Theorie der algebraischen Gleichungen. 

Indem wir auf die Bezeichnungen der Nr. 329 zurückgreifen, wollen 
^wir zunächst kurz den Fall betrachten, wo die Untergruppe 0, die 
zu der algebraischen Function Z von £S gehört, in der Gruppe d' als 
ausgezeichnete Untergruppe enthalten ist. 

In diesem FaUe ist & mit jeder Substitution von d" vertauschbar, 
und folglich 

J» X 9* 

Die sämmtUchen Zweige 

^09 ^19 '" ^«-1 

der algebraischen Function Z von sind also Fuchs 'sehe Functionen von 
ij, die bei den Substitutionen derselben Gruppe @ ungeändert bleiben, 
und hieraus folgt (Nr. 323, S. 241), dass diese sämmtlichen Zweige 
durch einen derselben und durch rational mit constanten Goeffi- 
cienten dargestellt werden können. Die Gleichung (3) der Nr. 329 
(S. 259), welche die algebraische Function Z von z definirt, ist dem- 
nach im Sinne der von Eronecker eingefiihrten Terminologie eine 
Galois'sche. 

Aus diesen Bemerkungen können wir in dem allgemeinen FaUe, 
wo die Gruppe @ keine ausgezeichnete Untergruppe von d" ist, einige 
wichtige Folgerungen ziehen. Betrachten wir nämlich die mit 9 inner- 
halb d" gleichberechtigten Untergruppen 

und sei 8 eine beliebige Substitution von d: Dann ist 8 entweder 
in S enthalten, oder es wird der Zweig Z^ unserer algebraischen 
Function Z von durch Anwendung von 8 auf rj in einen anderen 
Zweig, etwa Z., dieser Function übergefiLhrt. Im letzteren Falle ist 
die Gruppe 

8"^ 98 
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diejenige, deren Substitutionen den Zweig Z. ungeändert lassen, i k 
nichts anderes- wie %^, Wenn wir also die Gruppe ö durch irgend 
eine Substitution von %^ transformiren, so erhalten wir immer nur eine 
der Gruppen 

d. h. diese Gruppen sind die sämmtlichen mit & innerhalb 
%^ gleichberechtigten Untergruppen. 

Betrachten wir nun die Gesammtheit der Substitutionen, die den 
Gruppen 

gleichzeitig angehören, so bildet diese Gesammtheit offenbar ebenfalls 
eine Gruppe, also eine Untergruppe T von %•, 

Seien a^y «ij** ^n—i ii^^^stimmte, aber von z unabhängige 
Grössen, dann ist 

die zu der algebraischen Gleichung (3) gehörige empfindliche Func- 
tion (Nr. 148, Bd. II, 1, S. 61). Da die Gruppe T aus der Gesammt- 
heit derjenigen Substitutionen von -ö- besteht, die jeden Zweig der 
algebraischen Function Z von z ungeändert lassen, stellt offenbar T 
genau diejenige Gruppe dar, bei deren Substitutionen die Function F 
von 71 ihren Werth nicht verändert, d. h. V ist eine zu der Gruppe T 
gehörige Fuchs 'sehe Function von iy, und da V überdies eine alge- 
braische Function von z ist, so ist T eine Untergruppe mit end- 
lichem Quotienten von -ö-. 

Durch alle möglichen Umläufe, die die Variable z in ihrer Ebene 
vollzieht, erfahren die Zweige 

^0? ^i; ••• ^n-l 

gewisse Permutationen, deren Gesammtheit die Galois'sche Gruppe y 
der Gleichung (3) constituirt, wenn man als Bationalitätsbereich den 
Bereich der rationalen Functionen von z mit willkürlichen constanten 
Coefficienten zu Grunde legt. Durch Anwendung dieser Permutationen 
in dem Ausdrucke für V verwandelt sich diese Function in die sämmt- 
lichen Zweige derjenigen irreductiblen Gleichung mit in z rationalen 
Coefficienten, der V Genüge leistet, und diese Gleichung ist dann nichts 
Anderes, wie der in dem angegebenen Rationalitätsbereiche irreductible 
Factor der zu der algebraischen Gleichung (3) gehörigen Galois'schen 

Resolvente. Sei 

1 77 U • ' U 

ein System von Substitutionen der Gruppe -0*, bei deren Anwendung 
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a\if rj die sammtlichen Zweige der algebraischen Function V von z 
zujxL Vorschein kommen^ so ist also 

^ = T(l, U„ U„ ■■'■ ü-,_,), 

riTid V ist die Ordnung der zur Gleichung (3) gehörigen Galois'- 
schen Gruppe y, d. h. die Anzahl der in y enthaltenen Permutationen^ 
die ihrerseits eindeutig den Substitutionen 

1 U U " u 

zugeordnet sind. 

Da irgend eine Substitution S von & auf rj angewandt nur eine 
Permutation der Zweige 

^o; ^i> '" ^n-l 
bewirken kann^ während die Substitutionen von T alle diese Zweige 
ungeandert lassen, so verwandelt sich jede Substitution von T durch 
Transformation mit S wieder in eine Substitution, die alle Zweige der 
Function Z von z ungeandert lässt, d. h. wieder in eine Substitution 
von T; wir haben also 

d. h. T ist eine ausgezeichnete Untergruppe von ^. Aus den 
oben gemachten Bemerkungen über ausgezeichnete Untergruppen folgt 
daher in Uebereinstimmung mit einem bekannten Satze der Algebra, 
dass die Gleichung, der V als Function von z genügt, die Eigenschaft 
besitzt, dass jede ihrer Wurzeln durch eine derselben und durch z 
rational ausgedrückt werden kann, d. h. dass diese Gleichung eine 
Galois'sche ist. Da femer jedes Z^ als Function von rj durch die 
Substitutionen von T nicht verändert wird, ist auch jeder Zweig der 
algebraischen Function Z von z eine rationale Function von V und z 
mit Constanten Coef&cienten. 



Zweites Kapitel. 

332. Behandlung einer speoiellen Untergruppe vom Gtosöhledhie Null 

Sei die Gruppe d" so beschaffen^ dass die sammtlichen Winkel ihres 
Fundamentalbereiches B^ gleich Null sind. Es ist also 

und die Substitutionen S von d befriedigen demnach keine Relation 
(Nr. 308, S. 188). 

Wir denken uns dann die sammtlichen Bereiche 

R^^ (jt=i,«,...0)^ 

die den Fundamentalbereich R^ kranzförmig umgeben, mit R^ zu einem 
Bereiche P"^^ vereinigt. Diese Bereiche, die aus R^ durch die Sub- 
stitutionen 

Ä,, 8^^ («=1,2,... a) 

hervorgehen, sind sämmtlich von einander verschieden, und F^^^ besitzt 
demnach genau 

(8) 6^=6(20—1) 

freie Seitenpaare. Die Zuordnung dieser 2<y^ Seiten werde nun wie 
folgt gemacht. 

Wir bezeichnen diejenige Seite des Bereiches 

die der Seite t^ beziehungsweise t! von R^ entspricht, mit 

^^^-*^ beziehungsweise ^^^^ (f=i,«,. .«d, 
dann bilden die Seiten 

die Begrenzung von J^*^, während längs der Seite t^^ der Bereich U, 
mit Rq zusanamenstösst. Es mögen dann die Seitenpaare 



einander zugeordnet werden. 



An) /-«) 
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Die Substitutionen y welche diese Seitenpaare in einander über- 
fOliren, lanten der Reihe nach: 



^^^^^x9 ^x^-l^x7''^x^lAl 

Sezeichnen wir dieselben in dieser Reihenfolge durch 

so constituiren diese Substitutionen mit ihren inversen die Basis einer 
Untergruppe S^^\ für welche F^^^ als Fundamentalbereich fungirt. 

Vermöge der angegebenen Art der gegenseitigen Zuordnung der 
Seiten von P^^ hat der Bereich J^^^ genau dieselbe Structur wie der 
Fundamentalbereich jR^ der ursprünglichen Gruppe 0*. Die Unter- 
gruppe 6^^^ ist also eine Untergruppe mit endlichem Quotienten und 
vom Oeschlechte Null. 

Jede Substitution S von 0* lässt sich in die Form setzen 

(9) S=^^^S^\ 

wo X eine bestimmte der Zahlen 

0,1,2,...*,, S,= l, 

und S/"^^ eine Substitution von 0^^^ bedeutet. Um diese Darstellung für 
die Substitution S von d zu erhalten^ kann man wie folgt verfahren. 
Sei die Substitution S durch die Elemente der Basis 

(10) S^, /Sr^ (x-l,2,...a) 

von d ausgedrückt^ 

(11) Ä-s';is'''«...s'v, 

WO x- , Xg , • • • X Zahlen aus der Reihe 

1, 2, ... <y 

bedeuten^ von denen niemals zwei auf einanderfolgende übereinstimmen^ 
während die 
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positive oder negative ganze Zahlen sind. Wir nennen dann die An- 
zahl der Substitutionen der Basis von ^^ die in dem Ausdrucke von 
S auftreten, den Index oder das Gewicht von S in Bezug auf die 
Gruppe d' und setzen 

Seien S^, S^ zwei Substitutionen der Basis (10) von ^, wo a, /J 
irgend zwei Zahlen der Reihe 

bedeuten und für negative Werthe von a, ß 

za nelunen ist, dann lässt sich die componirte Substitation 

S S, 
in die Form setzen: 



(12) S^S^- S„S^S^ . S:\, 

ebenso ist für eine aus drei Substitutionen der Basis (10) componirt« 
Substitution 

(13) S S,S =8 S,S . S'^8 8~^ • 8 

u. s. w. Sowohl in (12) als auch in (13) steht auf der rechten Seite 
eine Substitution von & ^^ angewandt hinter einer Substitution der 
Basis (10). 

Verfahren wir auf diese Weise mit den Substitutionen, welche 
die rechte Seite der Gleichung (11) bilden, so erhalten wir S in der 
Form 

(14) s = (s^^y'x {^^'^ • ■ • (^;y; ■ s^^ 

wo Zj , ^2 ; • • • l^ Zahlen der Reihe 

1, 2, ...tf, 

und h^ , hj , ' ' ' h^ positive oder negative ganze Zahlen bedeuten, 

während x eine bestimmte der Zahlen 

0, 1, 2, ..• (J 
ist, und 

Ä„=i 

gesetzt wurde. Ist also in (14) x =5 0, so ist 8 selbst eine Substitution 
von @^^\ und die rechte Seite von (14) bricht mit 
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AT' 



ab. Ferner denken wir uns in (14) allemal zwei aufeinander folgende 
der Substitutionen (^S:^^)"^, die einander zerstören, weggelassen, so dass 
also in der Folge der Zahlen 

niemals zwei aufeinanderfolgende identisch sind. 

Dann liefert ^o die Gleichung (14) die gesuchte Darstellung von 
S in der Form (9), und wir können zugleich über die Zusammensetzung 
der Substitution ^^^ von ®^^^ eine wichtige Bemerkung machen. 

Denken wir uns nämlich irgend eine Substitution fi^^^ von &^^^ in 
der Form 

dargestellt und zwar in der einfachsten Weise, d. h. so, dass zwei auf- 
einanderfolgende Substitutionen, die sich zerstören, bereits weggelassen 
sind, so werden wir die Summe 

setzen und dieselbe als den Index oder das Gewicht der Substitution 
iS^^^ in Bezug auf die Gruppe 0^^^ bezeichnen. 

Die Gleichungen (12), (13) zeigen uns, dass wenn S auf die 
angegebene Weise in die Form (9) gesetzt wird, allemal 

(15) Indj ^'^ < Ind, S 

sein muss. 

Für die Gruppe d" ergiebt sich die Darstellung 

(16) ^=®<'>(i, s„ s„ ••• s„, s;'...s;\ 8;') 

als Product von S^^^ in den Quotienten 

(17) 0^= (1, 5,, 8„... 8„, s;'-.. s;\ s;'). 

Wir wenden uns nun zur Untersuchung der zur Untergruppe S^^^ 
gehörigen Fuchs ^schen Functionen. 
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333. Bestiimniiiig der eu der betrachteten Untergruppe gehoiigen 

Biemann'BOhen Flftclie. 

Sei 
dine zur Gruppe 0* gehörige; 

eine zur Gruppe S^^^ gehörige Fuchs 'sehe Function^ die innerhalh des 
Fundamentalbereiches B^, beziehungweise P^^ ^ jeden Werth nur ein 
einziges Mal annimmt. Dann wissen wir, daas 8 als rationale Function 
von »^ darstellbar sein muss, und dass die Gleichung^ der g^ als Func- 
tion Yon z genügt y in z^ vom Grade 2tf -|- 1 und in z vom eisten 
Grade ist. 

Die einzigen Yerzweigungspunkte der Function z^ von z sind die 
den Ecken von B^ entsprechenden Werthe a^ , a^ , • • • a^ , ^ . Wir unter- 
suchen also das Verhalten von z^^ wenn z geschlossene Umlaufe tun 
diese Punkte vollzieht. 

Einem einfachen positiven Umlaufe von z um den Punkt a^ ent- 
spricht die Substitution A^ von 0*. Diese Substitution ist nach Glei- 
chung (2) der Nr. 319 (S. 226) für x = 2, 3, • • • <y in der Form 

darstellbar. Die Function z^^ oder genauer gesprochen der Zweig 

dieser Function^ verwandelt sich demnach durch einen einfachen posi- 
tiven Umlauf der Variabein z um a^ in den Zweig 

Eine Wiederholung dieses Umlaufes verwandelt z^^^ in den Zweig 

und durch einen dritten Umlauf um a^ wird z^^~^^ in den Zweig 



zurückkehren. 
Für ttj ist 



A = sr\ 



wir haben also beim erstmaligen Umlaufe um a^ für den Zweig 0^^ 
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beim zweiten Umlaufe 

währeiid der dritte Umlauf wieder den Ausgangszweig 

liefert. Der Zweig 

verwandelt sich bei einmaligem Umlaufe von z um a^ in 

und ein nochmaliger Umlauf um a, führt /r" in 
zurück. 



Für a . , ist 



1 ^—1 j— 1 



^a+l=A A •••^<. =^a> 



also verwandelt ein einmaliger Umlauf um diesen Punkt den Zweig 
/^' in 

und den Zweig z^^^ für x = 1, 2, 3, • • • tf in 

Ein abermaliger Umlauf um «^ , ^ wird dann z^^"^ in 

überführen, so dass also jp^ nach einem dreimaligen Umlaufe um «^ . ^ 
zu seinem Ausgangswerthe zurückkehrt. 

Die Zweige 0^*^ und z\~''^ bleiben, da 

ist, falls i von 1, x, x + lj <^+l verschieden genommen wird, un- 
geändert, wenn z einen Umlauf um einen der Punkte a. vollzieht. 
Bezeichnen wir also kurz durch + x den Zweig 

80 wird das Verhalten der algebraischen Function z^ von z durch das 
folgende Schema dargestellt: 

Schlesinger, DifferentUlglelchungan. II, 8. 18 
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z^a^: (0, -1, +1), (2, -2), (3, -3),...(tf, -«j); 

(18) » = %• (0, X. X — 1) («=*• '.■•"); 

-^ = «„+1: (0, *,-ff), (1,-1), (2,-2),...[tf-l,-(«-lU 

Die über der jgf- Ebene auszubreitende (2<y+ l)-blättrige Riemann- 
sche Fläche T , welche die Verzweigung der Function g^ von z dar- 
stellt, wird demnach in folgender Weise zu construiren sein. 

Wir legen durch die Punkte 

«1, »2^ ••• ^oy %+x 

einen alle (2tf -f- 1) Blatter (die wir den durch dieselben repräsentirten 
Zweigen jer^-'^^ entsprechend durch die Zahlen 

0, ±1, ±2, -•• +<J 

bezeichnen wollen) durchdringenden Verzweigungschnitt und heften 

für 

x= 1, 2, • • • tf 

längs des Stückes (a^, ^x+i) ^^ rechte (negative) Ufer des Schnittes 
im Blatte an das linke (positive) Ufer im Blatte — x, das rechte 
Ufer im Blatte — x an das linke im Blatte x, das rechte Ufer im 
Blatte X an das linke im Blatte 0, femer wenn i eine von x verschie- 
dene Zahl der Reihe 

1, 2, ... <y 

bedeutet, das rechte Ufer des Schnittes im Blatte i an das linke im 
Blatte — i und das rechte Ufer im Blatte — i an das linke im 
Blatte i. 

Ein positiver Umlauf um a^ ist dann für x = 2, 3, . • • tf so zu 
vollziehen, dass wir von dem in einem bestimmten Blatte x^ gelegenen 
jSf-Werthe ausgehend zuerst bis an das rechte Ufer des zwischen a^, a^ , , 
gelegenen Schnittstückes herangehen, den Schnitt überschreitend in ein 
Blatt Xg gelangen, in diesem bis an das linke Ufer des zwischen a _yyO^ 
gelegenen Schnittstückes fortschreiten, den Schnitt abermals über- 
schreitend in ein Blatt x, gelangen und in diesem uns dem über dem 
Ausgangspunkte z gelegenen Punkte annähern. Beim positiven Um- 
laufe um «^ I 1 hat man dagegen das zwischen (a^, «^ , J gelegene 
Schnittstück längs seines linken Ufers zu überschreiten und in dem 
Blatte, in welches man so gelangt, zu der über dem Ausgangspimkte 
gelegenen Stelle hinzugehen. 

Unter den Zweigen 
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der algebraischen Function jsr^ von z ist der Zweig z\^ dadurch vor 
allen übrigen ausgezeichnet, dass sich derselbe in jedem der V.erzwei- 
gungspunkte 



«17 %7'- <^a7 «cr+l 



.(0) 



verzweigt. Wir können darum diesen Zweig z\ als den Hauptzweig 
bezeichnen. 



334. BetraohtuBg einer speoiellen Untergruppe im Falle eines 

symmetrisohen Fundamentalbereiohes. 

Wenn die Gruppe %'y von der wir in dem vorigen Beispiele aus- 
gegangen waren, eine symmetrische ist, d. h. wenn der Fundamental- 
bereich JBjj durch die Diagonale t^, die die Ecken A^, j, X^ mit ein- 
ander verbindet, in zwei symmetrische Hälften B^^ R'^ zerlegt wird, 
so kann man Untergruppen mit endlichem Quotienten von ^^ angeben, 
die selbst wieder symmetrische Gruppen sind. Wir erhalten z. B. auf 
folgende Weise eine derartige Untergruppe, die ebenso wie %' vom 
Geschlechte Null ist. 

Der Bereich JB^^' ist von den (^ + 1) Kreisbogen 

t i t ' - ' t 

begrenzt, von denen jeder sowohl den vorhergehenden wie den darauf 

folgenden in einem auf dem Einheitskreise der ij- Ebene gelegenen 

Punkte berührt. Sei 

z = f(ri) 

diejenige zu ^ gehörige Fuchs 'sehe Function, die die eindeutig con- 
forme Abbildung von JR^ auf das Innere des Einheitskreises der 
jET- Ebene vermittelt. Dann entsprechen also den Punkten der Begren- 
zung von Rq die Punkte der Peripherie des Einheitskreises der ;2? -Ebene, 
diese Peripherie ist also die Linie i, welche die singulären Punkte 

«1? «2? ••• ^(T+l? 

die den Ecken von R^ entsprechen, untereinander verbindet. 

Wir denken uns nun die Spiegelbilder des Bereiches R^' in Bezug 
auf jede seiner <J + 1 Seiten construirt; seien diese 

(19) 91„, 9i,,...9t„, 

80 dass also ?R das Spiegelbild von R^ in Bezug auf die Seite t^ be- 
deutet. Vereinigen wir dann jB^' mit den (ff -|- 1) Bereichen (19)) so 
erhalten wir einen von 

18* 
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tf, + 1 = « (tf + 1) 

Seiten begrenzten Bereich 9i^ y der genau dieselbe ^Beschaffenheit be- 
sitzt wie B^ selbst. Diesen Bereich 91^ denken wir uns durch eine 
Function 

Si = 9^1 in) 

auf das Innere des Einheitskreises einer ^^- Ebene abgebildet, dann ist 
diese Function offenbar auch wieder eine Fuchs 'sehe yon derselben 
Beschaffenheit wie fiyi) ; wir behaupten, dass die zu der Function fp^ (17) 
gehörige Gruppe %^ eine Untergruppe mit endlichem Quotienten Ton 
0- ist. 

Bezeichnen wir den Werth, der das Spiegelbild eines complexen 
Werthes a in Bezug auf den Einheitskreis darstellt, durch 

1 

WO ä der conjugirte complexe Werth von a ist, und nennen (wie in 
der Nr. 306, S. 177) 'a kurz den zu a harmonischen Werth, so 
lautet die Oleichung des Kreises, der die Seite t^ des Bereiches B^ 
bildet, 

(20) 2 1,-1, - (X, + A,^ J (1, + 'i?) + 2 k^X,^, = 

(x=0, 1,2, ••</), 

WO für X == 

zu nehmen ist. In der That schneidet der durch die Gleichung (20) 
dargestellte Kreis den Einheitskreis der 17- Ebene in den Punkten 
A.A.. unter rechtem Winkel. 

Bezeichnen wir die projective Substitution mit der Determi- 
nante — 1 

/ X 4- Z . . 2X 1 . - 



K ^x+i K ^x+i 



K + ^ 



x+l 



^x ^x+1 ^x ^x+1 

mit 27^, so ist offenbar 

(21) ^x^ = l (x-0,l,2,...a) 

und der Ausdruck 

stellt das Spiegelbild des Punktes 17 in Bezug auf den Kreis (20) 
dar. Wir können also die Spiegelung in Bezug auf den Kreisbogen 
t^ mit 
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bezeichnen. In der Regel werden wir für dieselbe kurz nur Z^ 
schreiben. 

Bilden wir nun aus den 6-^1 Operationen 

(22) 2:^'r},Z/ri,... S/n 

als Basis eine Gruppe d'^ so sind die Operationen dieser Gruppe ein- 
deutig zugeordnet den verschiedenen Bereichen^ die aus R^ durch immer 
fortgesetzte Spiegelungen in Bezug auf die Seiten entstehen, d. h. mit 
anderen Worten, den Halbbereichen, in welche die Bereiche 

S^Rq (^ = 0, 1,2,... 00), 

die aus R^ durch die Substitutionen S^ der Gruppe d" hervorgehen, 
durch die der Diagonale t^ von R^ entsprechenden Diagonalen zerlegt 
werden. 

Eine Operation der Gruppe d", die aus einer geraden Anzahl von 
Operationen der Basis (22) zusammengesetzt ist, ist offenbar nichts 
anderes wie eine projective Substitution der Gruppe ^, und umgekehrt 
ist jede Substitution von d' als Gomposition einer geraden Anzahl von 
Operationen der Reihe (22) darstellbar, denn wir haben 

Die Operationen von d" zerfallen demnach in zwei Arten; die Opera- 
tionen der ersten Art sind die aus einer geraden Anzahl der Opera- 
tionen (22) componirten projectiven Substitutionen der Gruppe <&, die 
Operationen der zweiten Art bestehen aus einer ungeraden Anzahl 
von Operationen (22). Wir bezeichnen die letztere Art von Opera- 
tionen typisch durch 27, während für die erste Art die Bezeichnung S 
beibehalten wird. 

Wir haben dann offenbar, wenn 8 irgend eine Operation erster 
Art bedeutet, in 

^82 



wieder eine Operation der ersten Art, d. h. es gilt der Satz: 

Die Gruppe d" ist in der Gruppe <& als ausgezeichnete 
Untergruppe enthalten. 

Man sagt mit Herrn Klein, die Gruppe ^ sei aus der Gruppe 0* 
durch Erweiterung mittelst der Spiegelung 27^ '17 hervorgegangen, 
denn offenbar kann jede Operation von <& in einer der beiden Formen 

dargestellt werden, wo 8 eine Substitution von %• bedeutet. 
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Die Beziehungen der Operationen der erweiterten Gruppe d- zu der 
Function 

lassen sich auf Grund der Ergebnisse der Nr. 319 (S. 225 flF.) sofort 
angeben. 

Für eine Operation erster Art S ist 

dagegen verwandelt sich z in seinen harmonischen Werth 'Zy wenn t; 
eine Operation zweiter Art 27 erleidet, d. h. wir haben 

'z = az 'n) . 

Insbesondere können wir sagen: wenn ri von einem Punkte ti^ des 
Bereiches B,^ ausgehend, die Seite t^ überschreitend nach dem Punkte 

des Bereiches jB^ geht, so bewegt sich z von dem Punkte 

^o = /'(^o) 
nach dem harmonischen Punkte 

hin, indem es die Peripherie l des Einheitskreises in einem zwischen 
den Stellen a^, a^ , ^ gelegenen Punkte überschreitet; dabei ist für 
x = 

ZU nehmen. 

Wenn wir uns also die unendlich vielblättrige Riemann'sche 
Fläche T denken, die über der ^- Ebene ausgebreitet die Verzweigung 
der Function iy von z darstellt, und jedes Blatt dieser Fläche durch 
den Einheitskreis l in zwei Halbblätter zerlegen, so entsprechen 
diese Halbblätter den oben erwähnten Halbbereichen der Theilung der 
1^- Ebene, und dadurch eindeutig den Operationen der erweiterten 
Gruppe %. Die Art, wie die Halbblätter längs der einzelnen Theile 
des Schnittes l in einander übergehen, ist durch die Gruppe ^ toU- 
kommen bestimmt; da wir den Bereich R^ mit 

zusammen als den Fundamentalbereich R^ auffassen, sind diejenigen 
beiden Halbblätter, die längs des Schnitttheiles 

mit einander zusammenhängen, zu einem ganzen Blatte der Fläche T 
zu vereinigen. 
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335. Besiehungen zwischen der ursprüngliohen Gruppe und der 

betrachteten Untergruppe. 

Betrachten wir nun den durch Vereinigung der Bereiche 

entstandenen Bereich 9i\ Die zu den (f^ -\~ 1 freien Seiten von SRi 
gehörigen Spiegelungen sind dann^ wie man sofort übersieht 

wir bezeichnen dieselben z. B. in der Reihenfolge 







(UZ 2 UZ U ' " Z Z Z 






Z Z Z s Z Z Z . ' " z z z . 

2 1 a' 2 2> ^-^8^? 


(23) 


< 


. 








Z Z Z Z Z Z ' " z z z 






Z Z Z Z Z Z .- " z z z 


durch 




■ 


27 * 2; \ • • • 27^ 


und bilden aus 


den Operationen 






Z^'VI (x=0,l,2,...ai) 



als Basis eine Gruppe d • 

Diese Gruppe ist dann offenbar eine Untergruppe der Gruppe &. 
Wir können die Beziehung zwischen d" und d^ sehr leicht angeben. 

Da die Operationen (22) den Gleichungen (21) Genüge leisten, so 
lässt sich jede beliebige Operation S der Gruppe & auf eine Weise in 
der Form 

(24) 

darstellen, wo die 



s = z.z. 



hy \y 



irgendwelche Zahlen der Reihe 

0, 1, 2, ... tf 

bedeuten und niemals zwei aufeinanderfolgende dieser Zahlen einander 
gleich sind. Wir nennen dann v den Index oder das Gewicht der 
Operation (24) in Bezug auf die Gruppe d^ und setzen 



i/ = ind//S. 
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Ebenso kann jede Operation S^ von d"^ nur auf eine Weise in 
der Form 

s' = 2:J 2;! . . . -s! 



dargestellt werden, wo die 



h7 h7-' \ 



Zahlen der Reihe 

1 2 • • • tf 

bedeuten, von denen niemals zwei aufeinanderfolgende einander gleicb 
sind, da die Operationen Z^ auch die Relationen 

erfüllen. Wir setzen dann 

v^ = hd, S' 

und nennen diese Zahl den Index oder das Gewicht der Operation S 

in Bezug auf die Gruppe %' . 

Um nun eine beliebige Operation von 0* aus Operationen von % 
und gewissen einfachsten Operationen von -9" zusammenzusetzen, ver- 
fahren wir ähnlich wie in der Nr. 331 (S. 270) für die daselbst be- 
trachteten Gruppen. 

Die aus zwei Operationen der Basis (22) von 0* zusammengesetzte 
Operation 

^a^p (« + '*)' 

lässt sich in die Form setzen 

(25) ZZ^ = Z 1:^2 ' Z : 

ebenso ist eine aus drei Operationen der Basis (22) componirte Opera- 
tion in der Form 

(26) £^2:^1:^ ^ 2:^£,i:^ . £^2:^£^ . 2^ («+/»,/»*.) 

darstellbar, wenn y von a verschieden ist. 

Auf diese Weise lässt sich also jede Operation S von ^, die in 
der Form (24) gegeben ist, in der Gestalt 

(27) S = S' . Z 

darstellen, wo S eine Operation von d" und 27 entweder eine der 
Operationen der Basis (22) oder die identische Operation 1 bedeutet 
Aus den Gleichungen (25), (26) schliessen wir, dass bei der Dar- 
stellung (27) stets 

(28) Ed^Ä>rndjS' 
sein wird. 
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Wir können demzufolge die Beziehung zwischen den Gruppen -Ö* 
und #■* durch die Gleichung 

5 = 5^(1, 2;,, 2;,,. ..2;,) 

darstellen, d. h. die Gruppe &^ ist eine Untergruppe mit dem end- 
lichen Quotienten 

von d". 

Betrachten wir nun die in der Nr. 334 (S. 276) definirte Fuchs'- 
sche Function 

welche die eindeutig conforme Abbildung des Bereiches 91 auf das 
Innere des Einheitskreises der f^- Ebene vermittelt. Die Gruppe d 
projectiver Substitutionen, bei deren Anwendung die Function g?j(i?) 
ungeändert bleibt, ist dann nichts Anderes wie die Gruppe derjenigen 
Operationen der Gruppe -ö**, deren Index eine gerade Zahl ist, ebenso 
wie d' aus den Operationen mit geradzahligem Index der Gruppe d" 
besteht. 

Also ist d"^ eine ausgezeichnete Untergruppe mit endlichem Quo- 
tienten von ^^ und folglich, wie wir behauptet hatten, auch eine Unter- 
gruppe mit endlichem Quotienten von d: 

Die Gruppe d'^ ist überdies vom Geschlechte Null, d. h. jede 
bei d"^ unveränderliche Fuchs 'sehe Function ist rational durch f^ dar- 
stellbar; also erscheint z als rationale Function von g^. 

Wir haben nun die durch diese Gleichung definirte algebraische Func- 
tion i^ von z genauer zu charakterisiren. 
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Biemann'schen Fläche. 

Die einzigen Verzweigungsstellen der Function g^ von sind offen- 
bar die Punkte 

die den Ecken von R^ entsprechen. In der durch den Querschnitt Z, 
der längs der Peripherie des Einheitskreises von a^ über a^ u. s. w. 
nach ctg+i hingeführt ist, zerschnittenen jsr-Ebene ist also f^ eindeutig 
determinirt. 
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Gehen wir für einen ;8?-Werth mit dem innerhalb des Fundamentai- 
bereiches R^ von d' gelegenen ^-Werthe aus, und berechnen den ent 
sprechenden Werth von 

so erhalten wir einen wohlbestimmten Zweig gj^^ der Function f^, der 
also innerhalb der durch l zerschnittenen jS^- Ebene eindeutig ge- 
geben ist. 

Wir vollziehen nun einen positiven geschlossenen Umlauf um den 
Punkt a^, indem wir zunächst den zwischen a^, a^ , ^ gelegenen Theil 
des Schnittes T in der Richtung vom negativen nach dem positive 
Ufer hin (vergl. die Fig. 31, S. 230) überschreitend nach dem zu dem 
Ausgangswerthe z harmonischen Werthe 'z gehen, dann den zwischen 
a^ und a^_j gelegenen Theil von l in der Richtung vom positiven nach 
dem negativen Ufer hin überschreitend nach z zurückkehren. Die 
Variable r^ ist dann von dem innerhalb R^ gelegenen Werthe i] zu dem 
Werthe 

und von diesem Punkte weiter nach 

gegangen. Demgem'ass hat sich also 

in den Zweig 

Si"' = Vi i^.^.-iV) 
verwandelt. 

Ein abermaliger positiver Umlauf von z um a verwandelt den 

Zweig tf in 

Nun ist aber 

'^x X — 1"^« X — 1 x^x — 1 X X — l'^x— S'^x — 1 X— l'^x— 2' 

wir haben folglich, da die Substitution 

X X — 1 X X — 1 X — 2 X — 1 

der Gruppe -Ö- angehört. 

Wenn wir z den Umlauf um a zum dritten Male vollziehen 
lassen, so verwandelt sich ^^'^ in 

9A^.^.-i^. • ^x-i^x^x-i'?) == 9>i W 
d. h. wieder in den Ausgangszweig. 
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Dies gilt für alle Werthe 

x=l, 2,...tf+l, 

nur ist für x = 1 im oberen Iniex von f ^ zu nehmen 

K— 1=^6+1, 

und im untern Index der £ 

X — 1=0, X — 2 = <y; 

femer ist zu beachten, dass der zwischen a^ und »^ • ^ gelegene Bogen 
l^ des Einheitskreises der ier-Ebene nicht als Querschnitt fungirt, dass 
vielmehr der Uebergang von einem Punkte is zu seinem harmonischen 
Werthe innerhalb der zerschnittenen ;ef-Ebene so erfolgen muss» 
dass der Einheitskreis in einem Punkte von l^ passirt wird. 
Wir haben also die tf + 2 Zweige 

der algebraischen Function gj von z^ und wenn wir dieselben kurz 
durch die als obere Indices fungirenden Zahlen bezeichnen, so gilt für 
den singulären Punkt a^ das Verzweigungsschema 

(0, X, X — 1) (x=:l,2,-.a+l). 

In der That bleibt der Zweig g^*^ bei einem einfachen Umlaufe um a 
ungeändert, wenn i von 0, x, x — 1 verschieden ist, denn es ist 
dann 

und folglich 

Die Construction der die Verzweigung von J;^ darstellenden Rie- 
man naschen Fläche gestaltet sich hiemach wie folgt: 

Man lege durch die (0 + 2)-fach gedachte ;3r-Ebene den alle 6 -\-2 
Blätter (die wir entsprechend den durch dieselben repräsentirten Zwei- 
gen von f^ durch 

0, 1, 2, ... <y+ 1 

bezeichnen) durchdringenden Schnitt 7, und hefte längs des zwischen 
«^ j und a^ gelegenen Stückes für 

X = 2, 3, . . . <y + 1 

das rechte (negative) Ufer des Schnittes l im Blatte an das linke 
(positive) Ufer im Blatte x — 1, das rechte Ufer im Blatte x — 1 an 
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das linke im Blatte ö -{- 1, das rechte Ufer im Blatte ff -{- 1 an <ks 

linke im Blatte 0, und wenn i eine von 0, x — 1, tf + 1 verschiedene 

der Zahlen 

0, 1, 2, ... <y + l 

bedeutet, das rechte Ufer im Blatte i an das linke Ufer im selben 
Blatte, so dass also in den Blättern i das zwischen a^_^ und a^ ge- 
legene Stück von l nicht als Yerzweigungsschnitt fongirt. 

In dieser R iem an n 'sehen Fläche %^ ist dann g^ eine eindeutige 
Function des Ortes. 

Um von der Natur der Fläche %^ eine klare Vorstellung zu ge- 
winnen, denken wir uns jedes Blatt derselben durch den Einheitskreis 
l in zwei Halbblätter zerlegt, die wir, jenachdem sie das Innere oder 
das Aeussere des Einheitskreises bilden, als das innere, beziehungsweise 
äussere Halbblatt des betreffenden Blattes von %^ bezeichnen. Die so 
entstehenden 26 -{- 4: Halbblätter entsprechen gewissen Halbbereichen 
der durch die Gruppe d' bestimmten Theilung des Einheitskreises der 
iy- Ebene, die wir in folgender Weise erhalten. 

Wir spiegeln den Bereich 

3i^ = ij; + ?ft, + 9i, + • • • + $R„ 

in Bezug auf irgend eine seiner Seiten t^ und bezeichnen die so ent- 
stehenden Spiegelbilder von SR^, R^ und Sft^ beziehungsweise mit 

W, 5;, \ (x=0,l,2,...a), 

so dass also 

ist. Der Bereich 

91' + W 

ist dann der Fundamentalbereich der Fuchs 'sehen Gruppe d-*, und 
wenn wir diejenigen Seiten desselben, die Spiegelbilder von einander 
in Bezug auf die Seite t^ von 91^ sind, einander zuordnen, so bilden 
die Substitutionen, durch welche zwei so zugeordnete Seiten in ein- 
ander transformirt werden, mit ihren inversen eine Basis von d' . 

Offenbar ist nun (9i' + 9i^) die eindeutig conforme Abbildung 
der Rie mann 'sehen Fläche % , wenn wir uns diesen Bereich durch 
stetige Deformation und Biegung so umgewandelt denken, dass cor- 
respondirende Punkte je zweier einander zugeordneter Seiten zur 
Deckung kommen. Es entsprechen demnach dem innem, beziehungs- 
weise äussern Halbblatte des Blattes von % die Halbbereiche 

Bq und 91J, 
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dem innem beziehungsweise äussem Halbblatte des Blattes (p -f" 1) 
iron %^ die Halbbereiche 

Sljj und jB^', 

Tv^ährend dem innem beziehungsweise äussern Halbblatte des Blattes i 
von %^ die Halbbereiche 

31. und 91. (.=1,2,.. a) 
entsprechen. 

Die auf die angegebene Weise aus dem Bereiche 

^^ + W 

gebildete geschlossene Fläche ist aber auch die eindeutig conforme 
Abbildung der f^ -Ebene. Den Punkten der Begrenzung von SR^ ent- 
sprechen die Punkte der Peripherie des Einheitskreises der g^- Ebene; 

den Ecken von 91^ mögen in einer bestimmten Reihenfolge die Punkte 

Sl = «1 ^ «2 ^ • • • % + l 

entsprechen. Es sind dies dann diejenigen Werthe der algebraischen 
Function gj von g, die in den Verzweigungspunkten 

zum Vorschein kommen. Der Eintheilung des Bereiches (91 -f- 91*), 
beziehungsweise der aus demselben gebildeten geschlossenen Fläche in 
die Halbbereiche 

Ro,K ^.>K («=0.1.«. "), 

entspricht eine Eintheilung der g^- Ebene in Parzellen, die sich schlicht 
neben einander lagern und deren Begrenzung von jenen g^ Punkten 
gebildet wird, für welche 



ist. Diese Parzellen sind nichts anderes wie die den einzelnen Halb- 
blättem der Fläche %^ entsprechenden Bereiche, dieselben geben also 
in ihrer Anordnung wieder eine getreue Darstellung der Gestalt 
von %^. Hieraus können wir einige für das Folgende wichtige Schlüsse 
ziehen. , 

Denken wir uns z. B. g auf das Innere des Einheitskreises be- 
schränkt; wenn dann einen Punkt des Blattes darstellt, so liegt 
der entsprechende i^-Werth in dem Bereiche B^. Alle Punkte von 
B^, auch die Punkte der Begrenzung, mit Ausnahme der Ecken, 
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liegen aber im Innern von 9t^ , also liegen die entsprechenden Werthr 
von gj (da g^ die conforme Abbildung von 9i^ auf das Innere des Ein- 
heitskreises vermittelt) innerhalb des Einheitskreises. D. h.: 

Wenn z innerhalb oder auf dem positiven Ufer der Peri- 
pherie des Einheitskreises gelegen ist^ und nicht mit einem 
der Verzweigungspunkte zusammenfällt, so sind die zuge- 
hörigen Werthe des dem Blatte von % entsprechenden 
Zweiges \^^ von J;^ dem absoluten Betrage nach kleiner wie 
Eins. 

Möge z. B. der Punkt a^ dem Werthe z = a^ entsprechen, und 

mögen die Punkte a^ ^ S^; **' ^o+i ^^^ ^®^ Peripherie des Ein- 
heitskreises der gj- Ebene so aufeinander folgen, wie die wachsenden 
Zahlen auf dem ZiflFerblatte einer Uhr. Dann sind die Punkte 

die Ecken der dem innern Halbblatte entsprechenden Parzelle der 
gj- Ebene, und die Begrenzung dieser Parzelle wird von Curven ge- 
bildet, die ganz im Innern des Einheitskreises verlaufen und nur 
die Punkte (a) mit der Peripherie dieses Kreises gemein haben. Von 
den (<y + 1) übrigen Parzellen, in welche das Innere des Einheits- 
kreises durch jene Curven getheilt wird, entspricht die eine dem 
äusseren Halbblatte 0, während die übrigen den äusseren Halbblättern 
1, 2, • • • <y entsprechen. 

Wenn z ausserhalb des Einheitskreises im Blatte (^ 4~ 1 gelegen 
ist, so befindet sich r{ im Bereiche H^, Alle Punkte dieses Bereiches, 
auch die auf der Begrenzung desselben gelegenen Punkte, mit Aus- 
nahme der Ecken, liegen innerhalb des Bereiches 91^, der die Abbil- 
dung des ausserhalb des Einheitskreises gelegenen Theiles der ^^-Ebene 
darstellt. Also liegen die den Punkten des äusseren Halbblattes <y -|- 1 
entsprechenden J;^ -Werthe ganz ausserhalb des Einheitskreises und er- 
füllen ein zusammenhängendes Gebiet, welches von ((? + 1) Curven 
begrenzt wird, die selbst ganz ausserhalb des Einheitskreises ver- 
laufen und nur ihre Endpunkte, d. h. je zwei aufeinanderfolgende der 
Punkte (a) mit der Peripherie des Einheitskreises gemein haben. Die 
tf -f~ 1 zwischen diesen Curven und dem Einheitskreise gelegenen Par- 
zellen entsprechen beziehungsweise den inneren Halbblättern 

1, 2, • • • 6^ ^+1 
der Fläche 1ü . 

Wir heben als das für die Folge wichtigste Resultat hervor: 
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Wenn z im Innern oder auf dem positiven Ufer des Ein- 
Heitskreises selbst verbleibt und nicht mit einem der Ver- 
^TYeigungspunkte zusammenfällt, so sind die entsprechenden 
Werthe des einen Zweiges ^^^ der algebraischen Function g^ dem 
a.l)soluten Betrage nach kleiner wie Eins, während die ent- 
sprechenden Werthe der übrigen Zweige absolute Beträge 
l3esitzen, die grösser oder gleich Eins sind. 

Wir nennen diesen Zweig ^^^ den Hauptzweig der algebraischen 
Function g^ von e. 



Drittes KapiteL 

337. Definition der gefundenen algebraisohen Function bei ge- 
gebenen Werthen ihrer Verzweigongspunkte. 

Wenn wir von der Art, wie wir die algebraische Function g^ yoc 
z erhalten haben, absehen und uns nur die auf dem Einheitskreise der 
j8f- Ebene gelegenen Punkte 

«1^ «a^ ••• ^ü+x 



""X 



gegeben denken, so können wir die in der vorigen Nummer (S. 283 
beschriebene (<y + 2) -blättrige Riemann'sche Fläche I^ über der 
jer- Ebene aufbauen, und dann auf Grund der Biem an n 'sehen Existem- 
theoreme schliessen, dass es eine algebraische Function Z^ von z geben 
muss, die auf dieser Fläche eine eindeutige Function des Ortes ist 

Die Riemann'sche Fläche ^ ist eine einfach zusammeo* 
hängende, denn die Anzahl w der einfach zu zählenden Verzweigung»- 
punkte ist 

indem jedes a^ ein doppelt zu zählender Yerzweigungspunkt ist, die 

Anzahl n der Blätter ist 

n = <j + 2, 

man hat also für die Zahl 2 p -\- ly die die Ordnung des Zusammen- 
hanges der Fläche bestimmt, nach der Biemann'schen Formel 

w; — 2n = 2j) — 2, 
den Werth Eins. 

Wir können folglich die algebraische Function Z^ von z so ein- 
richten, dass sie nur an einer Stelle der Fläche % von der ersten 
Ordnung unendlich wird, und behalten dann in Z^ noch drei vnllkür- 
liche Constanten, indem nämlich, wenn Z^ eine specielle so beschaffene 
jFunction bedeutet, auch 

uZ^ + p 
yZ^ + d' 
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für willkürliche complexe Werthe der a, ß, y die gleichen Eigen- 
schaften besitzt^ und umgekehrt jede algebraische Function von der 
angegebenen Beschaffenheit in dieser Form^ d. h. als linear gebrochene 
Function yon Z^ dargestellt werden kann. Es ist dann z eine ratio- 
nale Function von Z^, Bezeichen wir nun durch 

die erwähnte specielle Function^ dann ist der conjugirte complexe 
Werth _ 

eine monogene Function von 'z^ also auch von 

Z 

und besitzt als Function von 'jer aufgefasst die analogen Eigenschaften 
wie Z^ als Function von z^ indem ja die Verzweigungsstellen 

von denen die Natur der algebraischen Function A{z) allein abhängt, 
beim üebergange von z zu 'z dieselben bleiben. Aus demselben 
Grunde ist 

ebenfalls als Function von 'Zy eine in der Fläche I* eindeutige Func- 
tion, die nur an einer Stelle von der ersten Ordnung unendlich wird; 
wir erkennen also, dass Z^ als linear gebrochene Function von -4.('jer) 
darstellbar sein muss. 

Daraus folgt (vergl. die in der Nr. 320, S. 229, angewandte Schluss- 
weise), dass es in der Z^-Ebene einen Kreis K giebt, auf welchem 
alle Werthe der Function Z^ liegen, die den Verzweigungspunkten 

«1» »2^ ••• \y%^i 

der Fläche lu entsprechen^ und dass z auf der Peripherie des Einheits- 
kreises verbleibt, wenn Z^ die Peripherie von K durchläuft. 

Da wir durch eine lineare Function den Kreis K auf den Ein- 
heitskreis abbilden können, so folgt, dass wir uns die Function Z^ von 
vornherein so gewählt denken können, dass wenn 

ist, auch z dem absoluten Betrage nach gleich Eins wird. Die so be* 
stimmte Function Z^ enthält noch drei reale willkürliche Gonstanten, 
indem der Ausdruck 

Sohlesinger, Differentialgleichungen. IT, 8. 19 
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aZ^ + ß 



yZ^ + S' 



{a6-ßy^l). 



eine ebenso wie Z^ beschaffene Function von g liefert, wenn die pro- 
jective Substitution 



Cö 



eine Verschiebung in Bezug auf den Einheitskreis darstellt. 
Die vorhin behandelte Function 

ist offenbar eine solche wie Z^ beschaffene Function. 

Für diese Function Z^ von z gelten nun in Bezug auf ihre Zweige 
genau dieselben Gesetze wie die, welche wir für die Function ^ ge- 
funden hatteu, wenn wir noch die Bedingung hinzufügen, dass einem 
bestimmten Werthe von z, der innerhalb des Einheitskreises liegt^ eis 
Werth des Hauptzweiges der Function Z^ entsprechen soll, der eben- 
falls im Innern des Einheitskreises gelegen ist. Es ist also, wenn Z'^' 
den Hauptzweig, 

die übrigen Zweige der Function Z^ darstellen, 

für|j?|<l, \Zf^\<\, \Z^^\>1 (x=-l,2,...a+l). 

Wir wollen nun über die drei realen Gonstanten, von denen Z^ 
noch abhängt, so disponiren, dass Z^ mit e gleichzeitig verschwindet 
(dadurch sind zwei reale Constanten festgelegt), und dass einem ge- 
wissen realen innerhalb des Einheitskreises gelegenen Werthe \ von 
Z^ ein ebenfalls realer und innerhalb des Einheitskreises gelegener 
Werth h von ss entspricht. Die so vollständig fixirte Function von z 
wollen wir in Uebereinstimmung mit der bereits benutzten Bezeich- 
nung i^ nennen. Da für | f ^ | = 1 auch | ;ef | = 1 ist, so entsprechen 
nach dem Riem an n 'sehen Fortsetzungsprincipe harmonischen Werthen 
von gj auch harmonische Werthe von je?, es ist folglich für 5^ = 00 
auch SS unendlich gross. 

Denken wir uns nun die Gleichung, der ^^ als Function von s 
genügt, so besitzt dieselbe, da z rational durch Si ausdrückbar sein 

muss, in z lineare Coefficienten, und der Goefficient von f^ "^ ist^ da s 
und i^ gleichzeitig unendlich werden, eine Gonstante, die wir gleich 
Eins nehmen können. Da femer g^ und z auch gleichzeitig verschwin- 
den, ist der Goefficient der nullten Potenz von l^ mit z proportional, 
also etwa gleich 



338. Wiederholung des Verfahrens. 291 



V^ 



und zwar ist, wie man ohne Schwierigkeit einsieht, 



Col = l- 



Nun haben wir aber 

es ist also, wenn dem absoluten Betrage nach kleiner wie Eins ist, 
(29) \C\<\^\- 



338. Wiederholte Anwendung des zur Bildung der algebraischen 

Function angegebenen Verfahrens. 

Wir können nun dasselbe Verfahren, welches wir auf die Function 

e = m 

angewandt haben, um zu der Function 

£1 = 9i (71) 

zu gelangen, auch auf diese ebenso wie f(ri) beschaffene Fuchs'sche 
Function anwenden. D. h. mit anderen Worten, wir bilden die Spiegel- 
bilder von 91^ in Bezug auf die sammtlichen Seiten dieses Bereiches 
und yereinigen dieselben mit 91 zu einem neuen Bereiche 9t^ , der von 

Kreisbogen begrenzt wird und dessen sämmtliche Winkel gleich Null 
sind; die conforme Abbildung dieses Bereiches 91 auf das Innere des 
Einheitskreises einer g^,- Ebene wird durch eine Function 

yermittelt, die zu einer symmetrischen Fuchs'schen Gnippe <9-^ gehört. 
Von der Gruppe d" ist. evident, dass sie ebenso aus d' herrorgeht, wie 
d"^ aus ». 

Bilden wir nämlich aus den zu den Seiten von 91^ gehörigen 
Spiegelungen 

2;/ 2;/ 2:/ 'ri (.-, x=0, 1/2, ■ . . ai, f+x) , 

die wir etwa in der dem Schema (23) (S. 279) entsprechenden Reihen- 
folge durch 



K>^x,--K, 



1» 
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bezeichnen^ als Basis einer Gruppe d' , so ist jede Operation S von ^ 
nur auf eine Weise in der Form 

S = 2r. ZT. • • • -ZT? 

darstellbar^ wo 

ist. Wir setzen 



^2 = ^^^t ^ y 

dann ist %' diejenige ausgezeichnete Untergruppe von %• ^ die ans den 
Operationen mit geradzahligem Index, d. h. aus den in % enthaltenen 
projectiven Substitutionen von iy gebildet wird. 

Jede Operation von %^ ist nach den Ergebnissen der Nr. 335 
(S. 280) in der Form 

s' = s' . 2:^ 

darstellbar^ wo S eine Operation von %^ und Z^ eine der Operationen 

der Basis von ^^ oder die identische Operation 1 bedeutet, und wir 
haben 

(30) L^j S* < Edj S' . 

Die Beziehung zwischen der Gruppe d^ und der ursprünglichen 
Gruppe ^ lässt sich hiemach durch die Gleichung 

(31) » = »\l, £;, S,\-. If„^) (1, Z^, Z^,.-. £„) 
wiedergeben, d. h. jede Operation S von 4t kann in der Form 

(32) . S == S»2^^ 2:^ 

dargestellt werden, wo S eine Operation von ^ , IT eine der Ope- 
rationen 

und £ eine der Operationen 

bedeutet. Bei der Darstellung (32) ist dann nach (30) und (28) 

(Nr. 335, S. 280) 

Ind, S' ^ Ind^ iS — 2, 

d. h. also, Operationen von <&, deren Index in Bezug auf ^ nicht grosser 
ist wie 2, müssen noth wendig in dem Quotienten 
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Q, = (1, ^oS ^^ ■ ■ ■ 4,) (1. -s„, 2:,, • . • 2„) 

der Gruppen O und d* enthalten sein. 

Durch die Function f^ ist g^ und folglich auch rational dar- 
stellbar; die algebraische Function g^ von g^ ist eine eindeutige Func- 
tion des Ortes in einer über der g^^- Ebene ausgebreiteten (6^ + 2)- 

blättrigen Rie mann 'sehen Fläche % , die mittelst der Punkte 

«iS V; • • • %+i 

genau ebenso gebildet ist^ wie %^ mittelst der Punkte 

«1^ «2? •■• ^rr+l- 

Bezeichnen wir wieder mit Jg den Hauptzweig der Function g^ 
von gj , so ist, wenn | g^ | kleiner als Eins ist, nach (29) auch 

I »2 I ^^ I »1 1 ^ 

sofern wir die nur bis auf drei reale Gonstanten bestimmte Function g^ 
so einrichten, dass sie mit g^ gleichzeitig verschwindet. 
So fahren wir nun fort, d. h. wir bilden aus 

eine Fimction 

^3 = % (^) 

in ähnlicher Weise wie g^ aus g^ und g^ aus gebildet worden war, 
aus dieser eine Function 

u. s. w., allgemein sei 

tx = Vx M 

die zu der symmetrischen Fuchs 'sehen Gruppe 0* gehörige Fuchs 'sehe 
Function, welche die eindeutig conforme Abbildung des Bereiches 91^ 
auf das Innere des Einheitskreises der g^- Ebene vermittelt. SR geht 

aus 5R^^~^^ durch Vereinigung dieses Bereiches mit seinen Spiegel- 
bildern in Bezug auf sämmtliche Seiten desselben hervor. 

Die Spiegelungen in Bezug auf die Seiten von SR^, deren Anzahl 
gleich 

<fx + ^ = ^x-.ii<^x^i+^) 

ist, sind die in einer bestimmten Reihenfolge zu nehmenden 

2;f~'*-£^""*2:f""^ 'rj (.-, «=0,1,2,. .a;i_i;.-4:x), 

wir bezeichnen sie mit 
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J:^ 'rj (»-=0, 1, •■• ffji). 

Die aus denselben als Basis gebildete Oruppe d"^ enthält ^^ als aos- 
gezeichnete Untergruppe; indem, wenn wir irgend eine Substitution 

S^ von ä-^ in der Form 

S^^IJi Z^ "' Z^ 
darstellen, wo 

ist, und 

setzen, in ^ diejenigen Operationen von d' enthalten sind, deren Index 
1/^ eine gerade Zahl ist. 

Die Beziehung zwischen d" und d wird, wie man sofort über- 
sieht, durch die Gleichung 

(33) S = i^ö^ 
dargestellt, wo Q^ durch das symbolische Product 

•••(1; -2:q> ^i> • •• -^c) 

gegeben ist. D. h. bedeutet 8 irgend eine Operation von ^, so ist S 
in der Form 

(34) S=S'T^ 

darstellbar, wo 8 eine Operation von ^ und T^ eine Operation von 

Q^ bedeutet. 

Aus den Gleichungen (28) (Nr. 335, S. 280), (31) und den anzogen 

Gleichungen für 

A = 2, 3, . . • 

folgt, dass bei der Darstellung (34) stets 

(35) 1^ S> Ed^ S^ + k—1 

sein muss, wenn 8 eine von 1 verschiedene Operation der Gruppe *^ 
ist. Wir haben also den Satz: 

Alle Operationen der Gruppe d*, deren Index in Bezug 
auf diese Gruppe nicht grösser ist wie A, sind unter den 
Operationen von Q^ enthalten. 

Die Anzahl der Operationen von Q^ ist offenbar gleich 
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^x = ("^i-i + 2) N,_, = n\<f^ + 2) (.0=") 

und liefert zugleich den Grad der algebraischen Gleichung mit in z 
linearen Coef&cienten^ der ^^ als Function von js Genüge leistet. Be- 
deutet ^P den Hauptzweig der algebraischen Function g^ von t^^^f so 
ist ahnlich wie f&r X = 1, wenn ^^^^ dem absoluten Betrage nach 
kleiner wie Eins ist^ 

\C\<\tx-^\■ 

339. Grensfiinction des gefundenen Algorithmns algebraisoher 
Functionen bei Betrachtung der Hauptsweige. 

unter dem Hauptzweige der algebraischen Function ^^ von 
verstehen wir Folgendes. Wir nehmen zunächst g^ als Function von 
tx—i ^^^ fixiren den Hauptzweig dieser Function; dann setzen wir 
hierin für f^_j den Hauptzweig g^^^^^ der Function g^_j von tx—2f 
hierin für g^__g den Hauptzweig if]_^ der Function J;^_j von 5;i__3 u. s.w. 

ein. Den so bestimmten Zweig der Function g^ von bezeichnen wir 


durch g^ und nennen ihn den Hauptzweig. 

Wenn wir dann auf das Innere des Einheitskreises beschränken^ 

so befindet sich zufolge der Ungleichung 

IS["'I<I^I 

auch f^^ innerhalb des Einheitskreises, also gilt die Ungleichung 

is.l<isi'"l, 

und ebenso ist allgemem 

(«) iej<lLil<---<l«l> 

wenn js dem absoluten Betrage nach kleiner ist wie Eins. 
Hieraus folgt, dass die Functionenfolge 

sich einer bestimmten endlichen Grenzfunction 

lim I I J = H 
nähert, sofern 

I^Kl 



bleibt. Es ist nun auch sofort möglich, die Beziehung dieser Grenz- 
fonetion zu der Function rj von z anzugeben. 
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Die Operationen von Q^ entsprechen eindeutig den yerschied^m 
Halbbereichen (vgl. Nr. 334, S. 277) der der Gruppe 0* entsprechenden 
Theilung des Einheitskreises der ij- Ebene, welche zu dem Bereiche S* 
vereinigt worden sind, indem nämlich diese Halbbereiche aus 11^' durch 
Anwendung der Operationen von Q^ hervorgehen. 

Wir wollen uns i^ so eingerichtet denken, dass der Punkt ij = 
im Innern des Bereiches R^ liegt, und dass für rj = die Function 
z = f(rji) verschwindet; überdies setzen wir auch gleich fest, dass der 
reale Werth jer = 6 f ür einen ebenfalls realen und innerhalb R^' ge- 
legenen Werth B von rj zum Vorschein kommen soll. Diesen Forde- 
rungen können wir stets Genüge leisten, da wir 17 durch irgend eine 
linear gebrochene Function 

ersetzen können, worin die Substitution 



Cö 



eine Verschiebung in Bezug auf den Einheitskreis darstellt. 

Denken wir uns dann um den Punkt 17 = als Mittelpunkt einen 
Kreis beschrieben, der ganz innerhalb des Bereiches 91 verlauft, und 
sei (>^ der Radius des grössten Kreises, der diese Beschaffenheit besitzt. 
Dann ist also, wenn rj auf der Begrenzung von 91 verbleibt, 

«>.<hl<i, 

und da die Function g^ für die Punkte der Begrenzung von 81 dem 
absoluten Betrage nach gleich Eins wird, so haben wir für diese Werthe 
von Tj 

(36) \v\^\tA<^jj> 

und somit auch 

(36a) log h I < log |gj < log 1^ . 

Setzen wir nun 

so ist der Logarithmus des absoluten Betrages von ^^ eine Function 
der beiden realen Variabein p, g , die der partiellen Differentialglei- 
chung 

(37) ^«=?-:+g=o 

Genüge leistet und innerhalb des Bereiches ffi^ mit Ausschluss der 
Stelle 71 = eindeutig, endlich und stetig ist. Die Functionen 



ä ^ 
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(38) ioghi-iogie,f, iog|ej-iog 



_5_ 

9X 



genügen folglich derselben partiellen DiflFerentialgleicliung und sind, da 
für 71 = sowohl js als auch alle Functionen 

verschwinden, innerhalb des ganzen Bereiches ?R eindeutig, endlich 
und stetig. Zufolge der Ungleichung (36 a) ist keine der beiden Func- 
tionen (38) auf der Begrenzung von SR positiv, nach einem bekannten 
Satze können folglich die Functionen (38) auch im Innern von 91^ 
niemals positiv sein. D. h.: 

Die Ungleichung (36a) und somit auch die Unglei- 
chung (36) gilt für alle Werthe von ly, die im Innern des 

Bereiches SR liegen. 

Denken wir uns die Operationen der Gruppe d" nach der Grosse 

ihrer Indices oder Gewichte angeordnet und jedem der Halbbereiche, die 

aus Bq' durch Anwendung der Operationen von -ö- hervorgehen, den 

Index der betreffenden Operation als sein Gewicht beigelegt. Wenn 

dann q irgend eine positive Zahl bedeutet, die kleiner ist als Eins, so 

ist es offenbar stets möglich, eine positive ganze Zahl m so anzugeben, 

dass der Bereich, der durch Vereinigung aller Halbbereiche von den 

Gewichten 

0, 1, 2, .• m 

entsteht, den mit dem Radius q um den Punkt rj = sla Mittelpunkt 
beschriebenen Kreis ganz in sich enthält. 

Bedeutet nun g irgend eine positive Zahl, die um ein Angebbares 
kleiner ist wie Eins, so bestimmen wir die zu diesem q gehörige ganze 
Zahl m. Nach dem in der Nr. 338 (S. 294) bewiesenen Satze enthält 
dann der zur Gruppe d"* gehörige Quotient Q^ alle Operationen von 
^, deren Indices nicht grösser sind wie m, und folglich enthält der 
Bereich SR'" alle Halbbereiche der ursprünglichen Theilung, deren Ge- 
wichte die Zahl m nicht übertreffen. 

Wir haben demnach zufolge der Ungleichung (36) fiir Werthe 
von rj, die innerhalb SR"* liegen. 



and a potiori für jedes ganzzahlige positive r 

\v\£\t^+.\< 



1 

9 
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Lassen wir nun g gegen Eins convergiren^ so folgt hieraus 

lim|gj = |i?|, 

d. h. der Orenzwerth H^ dem die Functionenfolge 

zusti'ebfc^ ist nichts anderes wie der absolute Betrag des innerhalb ii'/ 
gelegenen Werthes 17, der dem zum Ausgangspunkte genommenen 
jg;-Werthe entspricht. 

340. Beweis für die Existenz der GrensftmotioiL. 

Betrachten wir nun die der partiellen Differentialgleichung (371 
genügende Function 

der beiden realen Yariabeln Py q, so ist nach (36a)y wenn 17 inner- 
halb SR^ verbleibt, 

(39) 0<i;,<logi, 

und femer 

lim o , = 1 . 

i 

Die Ungleichung (39) besteht also jedenfalls, wenn 

\v\<9x<(fx 

ist, wo Qj^ sich von Qj^ um ein Angebbares unterscheidet. Hieraus 
können wir nun den Schluss ziehen, dass nicht nur die absoluten 
Betrage der (;^ dem Grenzwerthe | rj \ zustreben, sondern dass die 
Grössen ti selbst sich der Grenze 17 nähern. 

Hat man nämlich eine innerhalb eines E[reises mit dem Mittel- 
punkte !> "= 0, q = und dem Radius q eindeutige, endliche und 
stetige Function ti(p, q), die der partiellen Differentialgleichung (37 1 
Genüge leistet, so liefert (vergl. Nr. 21 2, BAH, 1, S.323) der Ausdniek 

WO (a, ß) irgend ein dem Innern jenes Kreises angehöriges Werthe- 
paar bedeutet und die Integration längs eines beliebigen ebenfalls 
innerhalb des gedachten E^reises verlaufenden Weges zu erstrecken hs^ 
den Goefficienten von i in einer monogenen Function der complexen 
Yariabeln ij 
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wO, ?) + *t;(i?, q) = f(ri), 
deren realer Theil gleich u(p, q)j und die für 

\n\<Q 

eindeutig und allenthalben regulär ist. Also wird der Ausdruck 

der in der monogenen Function Ton 17 

log-' 
den Coefficienten von i bildet^ in der Form 



--/fe^-'^^«-) 



darstellbar sein müssen, wo (a^^ ß^ ein Werthepaar bedeutet, für 
welches V^ gleich Null wird. 

Nun besitzt aber zufolge der für die Function g^ von ^ und 
damit auch für die Functionen ^ von ii u. s. w. getroffenen Festsetzung 
(Nr. 337, S. 290) und zufolge der für r^ (Nr. 339, S. 296) gemachten 
Annahme, für den realen Werih rj =^ B^ die Function z von ij den 
realen Werth b und die Function g^ einen ebenfalls realen Werth. 
Wir können folglich für jeden Werth des Index A den Ausdruck V^ 
durch die Formel 



TT i%^X , ^^l . \ 



(Ä,0) 

definiren. 

Es kommt nun darauf an zu zeigen, dass die beiden Grenzwerthe 

(40) lim^^ = lim^J^ = 

sind, denn dann folgt ans der eben gegebenen Darstellung, daas auch 

lim F, = 

X 

sein muss, und hieraus ergiebt sich mit Rücksicht auf 

lim tf, = 
i 

ohne Weiteres, dass in der That 

(41) lim t, = ri 

ist. 
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Wir wissen, dass U^^ der Ungleichung (39) genügt, wenn 

ist. Weiss man allgemein von einer der partiellen Differentialglei- 
chung (37) genügenden Function u(p, q), dass dieselbe innerhalb de? 
Kreises 
(42) p' + q' = 9' 

eindeutig, endlich und stetig ist und dem absoluten Betrage nach stete 
kleiner bleibt wie eine bestimmte Grösse Jf, so kann man auf folgende 
Weise für die partiellen Ableitungen 

du du 

dp ' dq 

dieser Function eine obere Grenze angeben. 

Wir denken uns u(py q) innerhalb des Kreises (42) durch ä&s 
Po isso nasche Integral (vergl. Nr. 212, Bd. II,' 1, S. 324) dargestellt: 



u(p,^)-^f^~ 



ip—p) +{q—q) 



^o (Pj (/) einen auf der Peripherie des Kreises (42) veränderlichen 
Punkt, 

^5 = Vp^ + (f arctg ~ 

das Bogenelement des Kreises in diesem Punkte bedeutet, und wo die 

Integration über die ganze Kreisperipherie zu erstrecken ist. Differen 

tiiren wir dann z. B. nach p unter dem Integralzeichen, was jedenfalls 

erlaubt ist, wenn 

(43) P*-\-^<9< q' 

ist, wo Q eine positive Grösse bedeutet, die um ein Angebbares kleiner 

ist wie Qy so erhalten wir 






du 1 i g^-(p^ + ^) 



dp ^nj (^_^)2 + (2_^)2 



-21) __2(p-_p) 



Q^-{p^+q^) (p-pf+(q-9) 



:^\i 



'U{p/j)ds. 



Nun ist zufolge der Ungleichung (43) 

Q^ — {P^ + (Z*) >9^ — Q^ > (q — q)\ 
und ebenso auch 

(p-py + iq-q)'>(Q-9)\ 

femer ist offenbar 

\-2p-2ip-p)\<6(f', 

wir finden demnach, da 

I«(p, q)\<M 
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sein sollte^ die Ungleichung 



du 
dp 



<7 



eM 



(-;) 



^\« 2 






5) 



8 



ds, 



\:ind da der zweite Factor auf der rechten Seite offenbar den Werth 
]Bins hat^ 



du 
dp 



<i 



63f 



(■ - f )' 



Derselben Ungleichung genügt^ wie man sofort übersieht^ auch 



GU 






Wir haben demnach für die partiellen Ableitungen der Function 
iTj die Ungleichungen 

1 



dJU, 
cp 



<- 



6 log 
1 ^ 9x 



"('-!)' 



> 



du. 



und folglich ist, da ^^ mit wachsendem X dem Werthe Eins zustrebt, 



hm - — 
X <^P 



= lim "ö— = 0, 



was zu beweisen war. 

Wir haben also den wichtigen Satz: 

Gehen wir von der zu der symmetrischen Fuchs'schen 
Gruppe 0" gehörigen Fuchs^schen Function z von i^ zu der 
transformirten Fuchs'schen Function g^ über, dann durch 
Wiederholung derselben Transformation von g^ zu Sj ^^^ 
fahren so bis in's Unbegrenzte fort; so nähern sich die auf 
diese Weise gebildeten Functionen einer wohlbestimmten 
Grenzfunction, und diese Grenzfunction ist nichts anderes 
wie die unabhängige Variable iy. 



Viertes Kapitel. 

341. Definition der innerhalb und ausserhalb des Einlieitskreise« 

ezistirenden Grenzfiinotion. 

Wir waren von der Function z von iy ausgegangen^ die durch 
eine bestimmte Gruppe %• deiinirt war^ und die also die bestimm- 
ten auf der Peripherie des Einheitskreises gelegenen Werthe 

^v ^v '" %^ ^a+l 

ausliess. Denken wir uns nun, es seien diese 6 -^-X Punkte a^ irgend- 
wie auf der Peripherie des Einheitskreises der jer- Ebene in dieser Auf- 
einanderfolge gegeben, dann können wir mit Hülfe der eben dargelegten 
Methode die Existenz einer Function 17 der unabhängigen Yariabeln % 
nachweisen, deren Umkehrung eine Fuchs'sche Function liefert, die 
nur innerhalb des Einheitskreises der 1} -Ebene existirt und die be- 
liebig vorgeschriebenen auf dem Einheitskreise gelegenen Punkte 

^x (^ "^^ 1? 2, • • • tf + 1) auslasst. 

In der That können wir, wie bereits in der Nr. 337 (S. 2^) 
hervorgehoben wurde, aus z die algebraische Function %^ von z her- 
stellen, wenn nur die Lage der Punkte a auf dem Einheitskreise ge- 
geben ist. Ebenso kann der ganze Algorithmus der Functionen 

»i; »2? bgj • ' • 

in völlig bestimmter Weise hergestellt und auch immer der Hauptssweig 

%^ einer jeden der successive auftretenden Functionen g^ ausgesondert 
werden. 

Für die so definirten Hauptzweige besteht dann die Ungleichung 
(a) der Nr. 339 (S. 295), aus welcher fiXr | ^ | < 1 die Existenz der 
Grenzfunction 

lim I Ij = H 

folgt. Genau so wie in der Nr. 340 (S. 298) zeigt man nun, dass 


nicht nur die absoluten Beträge der g^ , sondern dass auch diese Grössen 
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selbst sich einer bestimmten endlichen Grenzfunction nähern; wir be- 
zeichnen diese Gh*enzfanction mit 



(1) Umf;i=iy; 

dieselbe ist dann nur fOr ' i? { < 1 definirt. 

Wenn wir^ statt das Innere des Einheitskreises zu betrachten^ das 
Aeussere dieses Kreises der Untersuchung zu Grunde legen wollten^ so 
hätten wir für die Function ^ von nicht i^^\ sondern jj^"^*^ als den 
Hauptzweig zu deiBouren. Als Hauptzweig der Fun6tion f^ von g wäre 

a+l 

dann derjenige Zweig g:^ anzusehen^ der aus dem Zweige 

der algebraischen Function i^ von i^_^ entsteht, wenn wir an die 
Stelle von g^_j setzen 

hierin wieder an die Stelle von li__^ den Zweig 

u. s. w. Nach den Ergebnissen der Nr. 336 (S. 284) besteht dann 
für diese Zweige ^^ die fortlaufende Ungleichung 

i.ß) \i^\>\i,-^>■^■>\t:^''\>.''\ 

für Werthe von Zj die dem absoluten Betrage nach grosser sind wie 
Eins, und aus {ß) folgt nun die Existenz einer bestimmten endlichen 
Grenzfunction 

hm |t, ! = H, 

die wieder nach dem Verfahren der Nr. 340 (S. 298) auf die Existenz 
einer Grenzfunction 

(2) lim g, = 1, 

X 

zu schliessen gestattet, die für | isr | > 1 definirt ist. 

Wir werden uns auf die Untersuchung der durch die Gleichung (1) 

a+l 

definirten Function ij beschränken, da für die Function ri im Wesent- 
lichen dieselben Betrachtungen massgebend sind. 


Die Function 17 ist durch den Algorithmus von algebraischen Func- 
tionen 
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der unabhängigeii Variabein z definirt, für Werthe von z, deren ab- 
soluter Betrag kleiner ist wie Eins. Es handelt sich darum, diese 
Function nach dem ausserhalb des Einheitskreises der jgr- Ebene gelegeneu 
Gebiete hin fortzusetzen und die Eigenschaften der auf diese Weise 
entstehenden monogenen Function i} von z zu erforschen. 

342. Einführung der co- Operationen und Betrachtung der aus 

denselben gebildeten Gruppen. 

Indem wir den längs der Peripherie l des Einheitskreises der 
jEf-Ebene gelegten^ die Punkte a^, »g, ••• <^a^i verbindenden Schnitt 
l in's Auge fassen^ der durch das zwischen a^ und «^ i j befindliche Stück 
Iq der Peripherie zu l ergänzt wird, definiren wir einen von einem be- 
liebigen Punkte z ausgehenden einfachen positiven Umlauf um den 
Punkt a als eine auf z auszuübende Operation ar^, wenn dieser Um- 
lauf so ausgeführt wird, dass wir zuerst das zwischen a^, ^x+i gel^^i^^ 
Stück von l in der Richtung vom negativen nach dem positiven Ufer 
hin und dann das zwischen d^f cl _^ gelegene Stück von l in der 
Richtung vom positiven nach dem negativen Ufer hin überschreiten. 
Die Operation ^^ ist dann einfach ein Umlauf um a^, wobei dieser 
Punkt zur Linken bleibt, die Operation oT^ . j ist durch die Gleichung 

(3) • ®„^, = Ts-'s-' ■■•1S-' 



definirt, wo ui^ dem im entgegengesetzten Sinne vollzogenen Umlaufe 
car^ entspricht, und wo allgemein durch das Symbol cy^tsr^ ein Umlauf 
bezeichnet wird, der demjenigen äquivalent ist, den wir erhalten, wenn 
wir erst car und dann inf^ ausführen. 
Aus den Operationen 

als Basis bilden wir eine Gruppe O, diese Gruppe ist dann mit der 
aus tf + 1 parabolischen projectiven Substitutionen 

wo 

ist, gebildeten Gruppe d' holoedrisch isomorph. 

Wir erweitern nun die Gruppe D, indem wir eine Operation 0^ 
hinzunehmen, die wir als den Uebergang von einem Punkte z nach 
seinem harmonischen Werthe 'z definiren, wobei der Uebergang auf 
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einem Wege zu vollziehen ist^ der die Peripherie des Einheitekreises in 
einem zwischen a^, j, a^ gelegenen Punkte überschreitet. Für diese 
Operation ist offenbar 
(4) 0,,*=!, 

und G}^ ist überdies so beschaffen^ dass die Transformation einer be- 
liebigen Operation o der Gruppe O mit oi^, d. h. 

wieder eine Operation TOn liefert. Betrachten wir dann die Opera- 
tionen 

wo alle Operationen von O durchlauft, so bilden dieselben wiederum 
eine Gruppe i2, in welcher O als ausgezeichnete Untergruppe ent- 
halten ist. 

Für die Gruppe ß können wir auf folgende Weise eine Basis her- 
stellen. 

Wir gehen z. B. von einem innerhalb des Einheitekreises der 
j8f- Ebene gelegenen Punkte aus und beschreiben einen Weg, der den 
Schnitt l in einem zwischen a^, «^ , ^ gelegenen Punkte überschreitet 
und in dem zu harmonischen Werthe '0 endigt. Diesen Uebergang 
bezeichnen wir als eine auf ausgeübte Operation (o^. Für dieselbe 
besteht dann offenbar die Gleichung 

(5) G}^ = 1 (x«l,8, ■•a). 

Wenn wir dann von dem Punkte fo^0 aus auf einem Wege, der den 
Schnitt l in einem zwischen a. , a. , ^ gelegenen Punkte überschreitet, zu 
dem Ausgangspunkte zurückkehren, so wird dies der auf m^0 anzuwen- 
denden Operation 

also für i = X wie es sein muss, der Operation 

8 
CD = CO 

X X 

enteprechen. 

Lassen wir nun ^ef von irgend einem beliebigen Punkte aas den 

Umlauf 

:^ ccr ^ , • • • "Sr, 

X X X— 1 1 

y ollziehen, der die Punkte ^^y <^if ' ' ' % einfach im positiven Sinne 
nmschliesst, so können wir uns diesen Weg so ausgeführt denken, dass 
z zuerst nach seinem harmonischen Werthe geht und dann wieder in 
seine Ausgangslage zurückkehrt. Liegt innerhalb des Einheite- 

Sohleainger, Biiferentialgleichangen. II, 2. 20 
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kreises, so ist also zunächst auf g die Operation o^ und dann auf o^: 
die Operation 

die dem Uebergange längs eines den Schnitt l zwischen »^ • j, »^ über- 
schreitenden Weges entspricht^ auszuüben^ so dass mit Rücksicht 

auf (5) 

öx = fi^x'»0^x«'x = «'xß'0 

gefunden wird. Liegt z ausserhalb des Einheitskreises, so ist zuerst 
die Operation m^ und dann auf den innerhalb des Einheitskreises ge- 
legenen Punkt (o^e die Operation o^ anzuwenden, so dass sich aucb 
wieder 

^x X 

ergiebt. 

Da aber die Operationen o^ und deren inyerse offenbar eine Basis 
der Gruppe D ausmachen, so folgt hieraus, dass die Operationen 

eine Basis der Gruppe Si bilden. Ebenso wie O der Gruppe #, ist 
demnach Sl der Gruppe %• holoedrisch isomorph, und wir können jetz^ 
indem wir die Index- oder Gewichtsbezeichnung für die Operationen 
der Gruppe Sl in ähnlicher Weise einführen wie in der Nr. 335 (S, 279) 
für die Gruppe %'y sagen: 

Diejenigen Operationen von Sl^ deren Gewicht bei Zugrundelegung 
der Basis (6) eine gerade Zahl ist, bilden die Gruppe O, wir be- 
zeichnen sie typisch mit o und nennen sie Operationen erster Art; 
dagegen bezeichnen wir die Operationen von Slj deren Gewicht eine 
ungerade Zahl ist, mit cd und nennen dieselben Operationen zweiter Art. 

Es ist dann stets 

(o0 = 'Zj oe = 0, 

sofern z als complexer Zahlwerth betrachtet wird, dagegen ist der 
Punkt oz als von dem Punkte z verschieden anzusehen. Wir ver- 
anschaulichen dies am besten, indem wir uns über der mit dem Schnitte 
T versehenen jsr- Ebene unendlich viele mit dieser Ebene congruente 
Blätter ausgebreitet denken, diese eindeutig den Operationen o der 
Gruppe O zuordnen und, der Bedeutung dieser Operationen als Um- 
läufen entsprechend, längs der beiden Ufer der Theile von l aneinander 
heften. 

Die von diesen Blättern gebildete F^he ist dann ihrer Structur 
nach mit der in der Nr. 334 (S. 278) definirten Fläche T identisch; 
wir wollen dieselbe demgemäss auch hier mit T bezeichnen and 
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nrus jedes Blatt von T durch den £iiilieitskreis in zwei Halbblätter 
zerlegt denken, ein inneres und ein äusseres. Diese Halbblätter 
entsprechen dann eindeutig den Operationen der Oruppe Sl, 

Zufolge der in der Nr. 336 (S. 283) festgelegten Gestalt der 
üie mann 'sehen Fläche ^ ^ welche die Verzweigung der algebraischen 
Fixnction g^ von z versinnlicht, gehen die verschiedenen Zweige von f^ 

aus dem Hauptzweige gj*^ in folgender Weise durch die Operationen 
von Sl hervor. 

Bezeichnen wir gj*^ als Function von z durch 

so ist 

i^enn ferner e einen im Innern des Einheitskreises gelegenen Werth 
bedeutet^ so haben wir 

und demgemäss 

(7) l/iWKi, I A («>«'») l< 1 (x=».i,».--<'). 

Femer ist oflFenbar für x 4= ^ 

und folglich 

(8) /;(a,,«»,a,^£)= (/;(^)). 

Bezeichnen wir also die Operationen 

X A X 

in der durch das Schema (23) der Nr. 335 (S. 279) fixirten Reihen- 
folge durch 

und die aus diesen Operationen als Basis gebildete Gruppe mit S^ ^ so 
verwandelt sich ^^ durch Anwendung einer Operation zweiter Art von 

i2 in seinen harmonischen Werth und bleibt bei Anwendung einer 
in S^ enthaltenen Operation erster Art ungeändert. 

Die Beziehung zwischen den Gruppen Sl und Sl ist dann genau 
dieselbe wie die^ welche zwischen den oben betrachteten Gruppen %^ und 
^ besteht; wir haben also insbesondere 

i^==i^Vl, ©0? ^\; ••* ^J- 

20* 
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Bezeichnen wir mit D die aus den Operationen erster Art von ä 
gebildete ausgezeichnete Untergruppe von Sl^ , so bleibt der Zweig 

bei den Operationen von O^ ungeändert^ während der Zweig 
bei den Operationen der Gruppe 

(10) ß'x~l«'xö'«^x«'x-l, 

die aus D* durch Transformation mit der Operation o)^a>^_j hervor- 
geht; ungeandert bleibt. 

343. Untersnohnng und neue Definition der betraoliteten 

algebraisohen Ftinotion« 

Betrachten wir nun die algebraische Gleichung {6 -\- 2)-ten Grades, 
der i^ als Function von js Genüge leistet, so hat dieselbe nach den 
Ergebnissen der Nr. 337 (S. 290) die Form 

(11) 0,(g„ z) = il^' + (cl^.z + ai^,) tl^' + . . . 

ihre Discriminante in Bezug auf ^^ lautet 

^, (.) = //«/($;•'>,*), 

x»0 

WO 9j^ die erste partielle Ableitung Yon 9^ nach g^ bedeutet, J^{:^ 
ist also eine ganze rationale Function yom Grade 2 (<T -|- 1) in jbt. 
Da sich (Nr. 336, S. 283) im Punkte xf = a^ die 

^0) ^(x-l) Ux) 
»1 ; ©1 ; »1 

ineinander verzweigen und (vergl. Nr. 336, S. 286) daselbst den ge 
meinsamen Werth 

annehmen, so bestehen die Gleichungen 

WO 0'^ die zweite partielle Ableitung von O^ nach g^ bedeutet, und 
^j (js) enthält demgemäss den Factor (0 — a^) zur zweiten Poteia. 
Wir haben also 
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WO c eine von z nnabhängige Grösse bedeutet. 

Da die Discriminante einer algebraischen Gleichung in g^ zufolge 
der ihr innewohnenden Inyarianteneigenschaft bei linearer Transforma- 
tion dieser Variabein, abgesehen von einer Potenz der Transformations- 
determinante, ungeandert bleibt, so ist für jede der in der Nr. 337 
(S. 288) definirten algebraischen Functionen Z^ von z die zugehörige 
Discriminante, abgesehen von einem constanten Factor, mit /l^ {ß) iden- 
tisch, so dass also die Form (12) der Discriminante für die ganze Glasse 
der algebraischen Functionen Z^ charakteristisch ist. 

Die Discriminante J (js) der allgemeinen algebraischen Function Z^ 
ist eine homogene Function 2(tf-(- l)-ten Grades der Coefficienten 

C^Z + -D^ (*=<^' 1' 2,-.. 0+2) 

der Gleichung, welcher Z^ als Function von z Genüge leistet. Wenn wir 
also ^ (z) nach Potenzen von z ordnen, so erscheint diese Discriminante 
als ganze Function 2(<s -{- l)'ten Grades vqu z, deren Coefficienten 
homogen in den 2 (<f -j- 3) Grössen 

C^, D^ («=0,1, •0+2) 

sind. Die Gleichung (12) liefert also, indem wir auf beiden Seiten 
derselben die Coefficienten gleich hoher Potenzen von z miteinander 
vergleichen, 2 tf + 3 Gleichungen, aus denen die Grössen C , D als 
Fimctionen der 

«17 «27 ••• «0 + 1 

und dreier willkürlicher Parameter bestimmt werden können. Unter 
den Lösungssystemen dieser Gleichungen giebt es dann eines und nur 
eines, für welches die Gleichung 

«=0 

eine Function Z^ von z definirt, welche die durch die Gestalt der 

Bie mann 'sehen Fläche %^ festgelegte Art der Verzweigung besitzt. 
Wir gewinnen auf diese Weise eine rein algebraische Bestimmung 
für die bisher nur auf Grund der Riemann'schen Existenztheoreme 
definirte Function Z^ von z. 

In der Umgebung von z = a^ besitzen die Zweige 

^(0) Jx-l) ^x) 

»1 ; »1 > »1 
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die gemeinsame Entwickelang 






(13) <_x„+x+«r(^~«,)' + «r(^-««)' + •--, 

während die übrigen Zweige der algebraischen Function g^ von g nach 
positiven ganzen Potenzen von js — a^ entwickelbar sind. 

Wir wollen uns nun die Abbildung der Riemann'schen Fläche 
2* auf die Ebene der complexen Variabein ^ construirt denken. Naci 
den Ergebnissen der Nr. 336 (S. 285) haben wir dann die £^- Ebene 
durch die der Peripherie des Einheitskreises der jer-Ebene entsprechendeL 
Curvenziige in 2(6 + 1) Parzellen zerlegt, die den Halbblättem der 
Fläche %^ entsprechen und zur einen Hälfte innerhalb, zur anderen 
Hälfte ausserhalb des Einheitskreises der g^- Ebene liegen. Wir be 

zeichnen den dem inneren Halbblatte von % entsprechenden Bereich 
von ^ mit y^ ; derselbe ist dann von (p -\- 1) ganz innerhalb da 
Einheitskreises verlaufenden Curven begrenzt, die die Peripherie des 
Einheitskreises in den Punkten 

treffen, und zwar schliessen in jedem dieser Punkte die daselbst zu 
sammenstossenden Curvenbogen der Begrenzung von y^^^ untereinander 



und mit der Peripherie des Einheitskreises den Winkel — ein, da sici 
die entsprechenden Curvenstücke der j8f-Ebene in a unter dem Winkel i 
schneiden, und für die sich in a^ verzweigenden Zweige von ti ^^ ^^^ 
Umgebung von z = a^ die Entwickelung (13) gültig ist. 
Durch Anwendung der Operationen 

auf z verwandelt sich der Bereich y^^^ in die den äusseren Halbblätteni 

0, 1, ... <y 
von % entsprechenden Bereiche der g^ -Ebene, die wir mit 

(0,0) (0,1) (0,a) 

^1 y yi ? • • • ^1 

bezeichnen und die mit y^ zusammengenommen das ganze Innere das 
Einheitskreises schlicht und lückenlos erfüllen. Die Spiegelbilder der 
6 -\- 2 Bereiche 

(14) yf', yf'"' (K=o.i,j,...a) 

in Bezug auf den Einheitskreis der J^- Ebene entsprechen dann ^^^ 
äusseren und inneren Halbblatte <y -j- 1 und den inneren Halbblättern 
0, 1, ' • . (f; diese bleiben für uns ausser Betracht. 
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Fassen wir die Gesammtheit der einem der Bereiche (14) an- 
gehörenden g^-Werthe ins Auge^ so können wir diese Gesammtheit einen 
II albzweig der Function g^ von z nennen; wir behalten für den dem 

Bereiche '/^^ entsprechenden Halbzweig die Bezeichnung ^^^ bei, wäh- 
rend die den Bereichen yj*'*^ entsprechenden Halbzweige mit tf'"^ be- 
zeichnet werden sollen. Der Halbzweig ^^^ besitzt (Nr. 342, S. 307) 
die Eigenschaft, bei Anwendung einer Operation erster Art der Gruppe 
iSi^ auf ungeändert zu bleiben und bei Anwendung einer Operation 
zTveiter Art dieser Gruppe in seinen harmonischen Werth überzugehen. 
Die analoge Eigenschaft kommt dann dem Halbzweige ^'"^ in Bezug 
auf die Operationen der Gruppe 

1$^ = OD Sl (O 

X XX 

ZU. 

Wir bezeichnen die Gesammtheit der den Gruppen 

a' , n;, £i,\ . . . ß; 

gemeinsam angehörenden Operationen mit T\ dann ist (vergl. Nr. 331, 
S. 266) T^ eine ausgezeichnete Untergruppe mit endlichem Quotienten 
von i$2^ und enthält offenbar die Gesammtheit aller Operationen, die 
den Gruppen 

gleichzeitig angehören, als ausgezeichnete Untergruppe T^ in sich. 

Bilden wir eine zu der Gleichung (11) gehörige empfindliche Func- 
tion V , so können wir diese Function so einrichten, dass sie bei den 
in T^ enthaltenen Operationen zweiter Art in ihren harmonischen Werth 
übergeht, während sie bei den Operationen erster Art von T^ ungeändert 
bleibt. Da dann jeder Zweig der algebraischen Function g^ von z 

rational durch F und je? darstellbar ist, so haben wir, wenn z einen 
innerhalb des Einheitskreises gelegenen Werth bezeichnet, 

wo tu^\ üj***^ rationale Functionen andeuten. 
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344. Der Algorithmus algebraischer Fnnotionen, und independente 

Definition dieser Fnnotionen. 

Da der Hauptzweig ^^^ der algebraischen Function ^ durch die 
Operationen (9) der Nr. 342 (S. 307), die ja eine Basis der Gruppe 
Sl^ bilden, in seinen harmonischen Werth verwandelt wird, so komme 
diesen Operationen in Bezug auf die g^- Ebene, die wir uns durch einen 
die Punkte 

verbindendeu, längs der Peripherie des Einheitskreises gelegten Schnitt 
zerschnitten denken, eine ähnliche Bedeutung zu, wie den Operationen (6, 
der Nr. 342 (S. 306) in Bezug auf die j»- Ebene. Wir können demnacli 
aus den soeben für g^ abgeleiteten Resultaten sofort die analogen fär $. 
gültigen Ergebnisse erschliessen, wenn wir beachten, dass S^^ aus t^_^ 
auf analoge Weise gebildet ist, wie ^ aus z. 

Als Function von S^_^ genügt ^^ einer algebraischen Gleichung 
von der Form 

(15) *. a., e,_,) =2' (K'i^-^ + a t: = 0, 

woselbst 

■ 

ist, und deren Discriminante in Bezug auf ^^, abgesehen yon einem con- 
stanten Factor, durch das Quadrat des Ausdruckes 

a._i - <-') a.-t - «r ') • • • a.-, - <"j,+x) 

gegeben wird. Die 

sind dabei nichts anderes wie die Werthe, welche g^^i ^^ den Punkten 

der ;?-Ebene annimmt; diese Werthe (16) liegen also auf der Peripherie 
des Einheitskreises der g^_j- Ebene, und wir wollen uns dieselben stets 
so geordnet denken, dass dem 

f. i— 1 

der Werth is = a^ entspricht, und dass die Punkte (16) auf der Peri- 
pherie des Einheitskreises so aufeinander folgen, wie die wachsenden 
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Zahlen auf dem Zifferblatte einer ühr (vgl. Nr. 336, S. 286). Die 
Art der Verzweigung der Function f^ von i^_^ wird durch eine Rie- 

mann'sche Fläche %^ gegeben, die über der f^_j- Ebene mit den Punk- 
ten (16) als Verzweigungsstellen in analoger Weise aufgebaut ist, wie 
%^ über der ;8r- Ebene mit den Verzweigungsstellen 

Die öleichung, der i^ als Function von z Genüge leistet, hat die 
Form 

(17) ^.a„^)=2'(^>+05;=o, 

WO (vergl. Nr. 338, S. 295) 

ist. Die Verzweigungspunkte dieser Gleichung sind 

und zwar fallen in jedem dieser Punkte genau 2d^ einfache Verzwei- 
gungspunkte zusammen, wenn 

gesetzt wird. Die Discriminante von (17) in Bezug auf g^ ist eine 
ganze rationale Function vom Grade 2 {N^ — 1) in jgr, sie hat demnach 
die Form 

(18) ^.W = ^a]7(^-«x)"S 

X = l 

wo c^ eine von z unabhängige Grösse bedeutet. Die Verzweigung der 
algebraischen Function g^ von z wird durch eine über der jei- Ebene 

auszubreitende Riemann'sche Fläche @^ bestimmt, die durch Super- 
position der Flächen 

Z\ %\'"%' 

entstanden und ohne Mühe herzustellen ist. 

Denken wir uns die Discriminante ^^ der Gleichung (17) gebildet 
und nach Potenzen von z geordnet, so sind die Coefficienten der ein- 
zelnen xr- Potenzen ganze rationale homogene Functionen (2^^ — 2)***^ 
Grades der 2 (N^ + 1) Grössen 

(19) c/, a/ («=o,i,...iy^). 
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Wenn wir dann in der Gleichung (18) auf beiden Seiten die Coeffi 
cienten gleich hoher Potenzen von z miteinander vergleichen, so er 
halten wir 2JVj — 1 Gleichungen ^ aus denen wir die Grössen (10) aL 
Functionen der a^, a^, . . • «^ i ^ und noch dreier willkürlicher Para- 
meter berechnen können. Unter den Lösungssystemen dieser Gleichungen 
giebt es dann eines und nur eines^ filr welches die Gleichung (17) eine 
algebraische Function von z definirt^ die sich in der durch die Rie- 
mann'sche Fläche @ bestimmten Weise verzweigt. Diese Function 
enthält also noch drei willkürliche Constanten. Bei der von uns zu 
benützenden Function g:^ ist über diese drei Gonstanten in geeigneter 
Weise verfugt (vergl. Nr. 337, S. 290, Nr. 340, S. 299). 



Betrachten wir den Hauptzweig g^ der Function f^ von js (veigJ 
Nr. 339, S. 295), und seien 

K\ \\ • • • K^i 

die Werthe, die dieser Zweig in den Punkten «j, «,; • • • «^ i j ^i^^ 
jer- Ebene annimmt, dann gilt in der Umgebung des Punktes jgr = o^ for 

^ 

f^ eine Entwickelung von der Form 

1 2_ 

(20) ;«^> + «<" {z - af + «<;> {z - af + • • • , 

WO a^' jedenfalls von Null verschieden ist. Denken wir uns nun die 

Riemann 'sehe Fläche (S , welche die Verzweigung der algebraischen 
Function g^ versinnlicht, auf die f^-Ebene abgebildet, so erhalten wir, 
entsprechend den einzelnen Halbblattern dieser Fläche, einfach zusammen- 
hängende Gebiete, die durch die der Peripherie des Einheitskreises der 
^- Ebene entsprechenden Curvenzüge von einander getrennt werden und 

die f^-Ebene schlicht und lückenlos erfüllen. Das Gebiet y^^\ welches 

die Abbildung des innerhalb des Einheitskreises befindlichen Theiles 

des dem Zweige f^ entsprechenden Blattes der Fläche @ liefert^ ist 
zu Folge der für die Function g^ getroffenen Festsetzungen (vergL 
Nr. 339, S. 295) ganz innerhalb des Einheitskreises der 5^ -Ebene ge- 
legen, nur seine Ecken h^, h^y • • • ä^ , ^ befinden sich auf der Peri- 
pherie dieses Kreises, während seine Seiten krumme Linien sind, die 
sich zufolge der in der Umgebung des Punktes z = a gültigen Ent 
Wickelung (20) in den Eckpunkten unter dem Winkel 
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schneiden und in eben diesen Eckpunkten mit der Peripherie des Ein- 
heitskreises den Winkel 

(21) «+«+...+ * 5.(i_i) 

^ 3 3* 3^ 2 ^ S^^' 

einschliessen. 



345. Untersuchung der algebraischen Functionen mit Hülfe der 

Gruppen von co- Operationen. 

Die Beziehungen der Operationen unserer Gruppe Sl zu der Func- 
tion g^ gestalten sich nunmehr zu Folge des zwischen den Gruppen £1 

und # bestehenden holoedrischen Isomorphismus und mit Rücksicht 
auf die Ergebnisse der Nr. 338 (S. 293) wie folgt. 
Betrachten wir die Operationen 

(D^ ©^ (O. (»,x=0,1.2,-.a;i_i; • + *) , 

WO die ©^"^ aus den ©J""* in ähnlicher Weise gebildet sind, wie diese 

aus den co^."' u. s. w., endlich die gj^ aus den w^ in ähnlicher Weise, 
wie diese letzteren aus den ©^ (Nr. 342, S. 307) und setzen den Haupt- 

zweig i^ als Function von ig aufgefasst gleich 

so ist, wenn wir uns z. B. z als einen im Innern des Einheitskreises 
gelegenen Werth denken, 

l — \ 2 — 1 X — 1 



flippt "x ^i ^) = Vi(^)), 







und zwar geht ^^, wenn auf z die Operation 



x—\ X—l l—l 

<D. CO ©. 

( X t 



angewandt wird, auf einem Wege, der die Peripherie des Einheitskreises 
zwischen zwei bestimmten der Punkte 






etwa a und a ,, überschreitet, nach seinem harmonischen Werthe 't, . 
Dem entsprechend setzen wir 



;i— 1 x—i x—i X 

(ö. © ©. = o 

(XI Q 



und bemerken, dass die Zahl q durch das Zahlenpaar t, x eindeutig 
bestimmt ist, und dass verschiedenen Zahlenpaaren ^, x auch stets ver- 
schiedene Zahlen q entsprechen. 
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BUden wir dann aus den Operationen 



die offenbar der Gleichung 



9 Q 



genügen^ als Basis eine Grappe Sl^, so ist diese mit der in der Nr. 338 
(S. 294) definirten Gruppe d' holoedrisch isomorph, und die Gleichung 

(22) a = Ä^.p^ 

drückt demnach die Beziehung zwischen den Gruppen Sl und Sl aus. 
wenn wir (vergl. a. a. 0.) unter P^ das symbolische Product 

(23) P,==(l,a,J-S...a,t7Jj(l,a,J-^..fl,'„7Jj-.(l,«,,,«D,,---fi,J 
verstehen. Irgend eine Operation m von Sl ist demnach in der Form 

X 
o = (O • X 

darstellbar, wo o eine Operation von £1 und z eine in P^ enthaltene 
Operation bedeutet. 

üebertragen wir die in der Nr. 888 (S. 294) fttr die daselbst be- 
trachteten Substitutionen 2J eingefiihrte Indexbezeichnung auf die Ope- 
rationen cDy so haben wir (vergl. (35), a. a. 0.), falls o nicht die iden- 
tische Operation ist, die Ungleichung 

Ind^ CO > Ind^ o + A — 1, 

so dass also alle Operationen cd von £1, für welche 

Ed^ CO < A — 1 

ist, nothwendig in P^ enthalten sein müssen. 

Die Gruppe Sl^ hat dann offenbar die Eigenschaft, dass die Func- 
tion 

m 

durch die in Sl enthaltenen Operationen erster Art ungeändert bleibt 
und durch die Operationen zweiter Art von Sl^ in ihren harmonischen 
Werth übergeführt wird, dagegen verwandeln die Operationen von P^ 



den Hauptzweig g^ in andere Zweige der Function f^ von 0. 

Bezeichnen wir wieder ähnlich wie für A = 1 den durch die 6e- 
sammiheit der Pimkte des Bereiches yf^ dargestellten Halbzweig der 

Function ij^ mit ^f^ und setzen, wenn 
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irgend eine Operation von P^ bedeutet, den durch Anwendung dieser 
Operation auf fs aus ^^^ entstehenden Halbzweig gleich 

SO erfüllen die Werthe dieser Nj^ Halbzweige die Bereiche 

die das Innere des Einheitskreises der g^- Ebene schlicht und lückenlos 
bedecken. Für u »= 1 ist natürlich 

J0,Xi,X2, -xj (0) 

Vx ^ —yx ' 

Der Halbzweig 

JO,Xi,Xä,--x^) 
^X 

gehört dann ebenso zu der Gruppe 

wie 5f zu a^ gehört. 

Wir heben noch hervor, dass aus einem innerhalb des Einheits- 
kreises gelegenen Werthe ^^^ durch Anwendung der Operationen von 
P^ stets Werthe hervorgehen, die ebenfalls im Innern des Einheits- 
kreises gelegen sind. Der Uebergang vom Innern nach dem Aeussem 
dieses Kreises wird nur durch Operationen von Sl^ vermittelt. 

Es werde nun ahnlich wie für A = 1 die öesammtheit aller der- 
jenigen Operationen betrachtet, die den N^^ Gruppen 

y (xi,X2.--x^) 

gemeinsam angehören; diese Gesammtheit bildet eine ausgezeichnete 
Untergruppe mit endlichem Quotienten von ß, die wir mit T^ bezeich- 
nen, und in welcher offenbar die Gesammtheit derjenigen Operationen 
erster Art, bei deren Anwendung die sämmtlichen Zweige der Func- 
tion i^ ungeändert bleiben, als aasgezeichnete Untergruppe T^ enthalten 
ist. Bilden wir dann eine zu der Gleichung (17) gehörige empfindliche 
Function F, so kann diese so eingerichtet werden, dass sie bei An- 
wendung der Operationen zweiter Art von T^ in ihren harmonischen 
Werth übergeht, während sie bei Anwendung der in T^ enthaltenen 
Operationen erster Art ungeändert bleibt. Jeder Zweig der algebrai- 
schen Function g^ von z ist dann rational durch F* und z darstellbar; 
wir haben also, wenn z einen innerhalb des Einheitskreises gelegenen 
Werth bedeutet: 
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und 
beziehungsweise 

(24a) g(0.xi,x„..x^)_ j^(^0,Xi,X2,...x^)^,^i^ .^^^ 

jenachdem f( eine gerade oder eine ungerade Zahl ist^ d. h. jenachdem 
der Halbzweig 

einem innerhalb beziehungsweise ausBerhalb des Einheitskreiaes g.- 
legenen Halbblatte der Riemann'schen Flache @ entspricht. Die £^ 
bedeuten die Algorithmen rationaler Functionen. 



Fünftes Kapitel. 

346. Untersuchung der Eigenschaften der beiden Grenzfiinctionen. 

Wir sind nunmehr im Besitze der Hülfsmittel^ deren wir bedürfen^ 
um in die Natur der in der Nr. 341 (S. 303) fQr Werthe von jSy die 
innerhalb des Einheitskreises liegen, definirten Grenzfiinetion 

ri = lim gf ^ = lim h 
i i 

volle Einsicht zu gewinnen. Zunächst ist klar, dass diejenigen Eigen- 
schaften der Function g^, die für jeden Werth des Index k bestehen, 



auch für die Grenzfunction 17, die aus 17 durch analytische Fortsetzung 
hervorgeht, erhalten bleiben, so dass also diese Grenzfunction keine 
anderen Yerzweigungsstellen besitzen kann, wie die Punkte 

ö^i> «a; ••• ^a+l 

der ir-Ebene. Wir haben för jeden jef-Werth, der innerhalb des Ein- 


heitskreises gelegen ist, einen wohlbestimmten Werth 17 der Grenz- 


function definirt; die Gesanuntheit dieser iy -Werthe constituirt demnach 

einen Halbzweig der Grenzfunction, den wir mit 1^^^ bezeichnen und 
der sich durch Anwendimg der Operation ©^ auf z in einen dem ausser- 
halb des Einheitskreises gelegenen Gebiete der ;?- Ebene entsprechenden 
Halbzweig ij^^'*^ verwandelt. Dadurch ist nun zunächst die Fortsetzung 
der Grenzfunction 1; nach dem Aeussern des Einheitskreises der jsr-Ebene 
vollzogen. 

Ebenso wie ^^^ zu der Gruppe Ä gehört, wird der Halbzweig 1^^^^ 
der Grenzfunction zu der Gruppe 

lim ß^ = ii* 

gehören. Femer folgt aus der für | js? | < 1 bestehenden Ungleichung 

(Nr. 339, S. 295) 

\€'\<\^LA<"'<\zi 
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dass für Werthe von z, die dem Innern des Einheitskreises angehören 
auch 

iV"M<i 

sein musSy und durch einfache Grenzbetrachtungen erhellt , dass i;' 
durch Anwendung der Operationen von 

P« = lim P, 

X 

auf in diejenigen Halbzweige der Grenzfunction r^ tibergeführt wird, 
die innerhalb des Einheitskreises der ij- Ebene gelegen sind und deren 
Werthevorrath das Innere dieses Einheitskreises schlicht und lückenlos 
erfallt. Da nun (Nr. 345, S. 316) aber, wenn 

Ind^ CO ^ A — 1 

ist, die Operation id nothwendig in P^ Yorkonunt^ so folgt, dass wie 
gross auch für eine Operation co von Ä der Werth von 

Ind^ CO 

sein mag, die ganze positive Zahl A stets so gross gewählt werden 
kann, dass o in allen 

I'x+x . (^=0,1,2,..) 

enthalten ist, wenn A grösser ist wie A, Es enthält also P«, sammt- 
liche in Sl vorkommende Operationen und offenbar auch keine anderen, 
d. h. es ist 

und folglich gemäss der Gleichung (22) der Nr. 345 (S. 316) 

lim Sl = üoo = 1 • 

Wir schliessen hieraus, dass iy^^) durch Anwendung aller Opera- 
tionen von ii nur in solche Halbzweige verwandelt werden kaim, deren 
Werthevorrath dem Innern des Einheitskreises der i;- Ebene ange- 
hört, d. h.: 

Die Grenzfunction ij hat die Eigenschaft, dass sie keine 
analytische Fortsetzung nach dem ausserhalb des Einheits- 
kreises gelegenen Gebiete der i^-Ebene gestattet. 

Es ist also für jeden von a^, a^, • • • a^ , ^ verschiedenen Werth 
von z 

Nl<i, 

dagegen ist für die Punkte a^, a^, • • • a^_^j 
und fohrlich auch 

,1 = 1. 



346. Untersuchung der Grenzfiinctionen. 321 

Wir bezeichnen das Gebiet der 17-Ebene, welches yon der Gesammt- 
lieit der Werthe des Halbzweiges rj^^^ erfüllt wird, durch y^^^; dann ist 
y^^^ ganz im Innern des Einheitskreises gelegen, nnr die den Punkten 
jef = ttj, a^, • • • a^ , j entsprechenden Werthe 

e = limÄ^ (x«i,2, -a-f-i) 

(vergl. Nr. 344, S. 314) befinden sich auf der Peripherie dieses Kreises. 
Die Seiten von y^^^ sind Cnrvenbogen, die den Punkten der Peripherie 
des Einheitskreises der ir-Ebene entsprechen; dieselben schneiden sich 
(vergl. a. a. 0.) in den Eckpunkten e^ unter dem Winkel 

lim 4 = 

und bilden in eben diesen Punkten mit der Peripherie des Einheits- 
kreises der 1^- Ebene den Winkel 



lün^A- 1^ = ^. 
T 2 V sV 2 



Wir bezeichnen den aus ry^ durch Anwendung der Operation 

0} ==i (O <0^ ... (0^ 

von Sl auf. hervorgehenden Halbzweig der Grenzfunction rj mit 

und das von dem Werthevorrathe dieses Halbzweiges erfilllte Gebiet 
der 17 -Ebene durch 

f 7 

dann befinden sich aUe diese Gebiete, wie bereits bemerkt, innerhalb 
des Einheitskreises der ij-Ebene und erfüllen diesen Kreis schlicht und 
lückenlos. 

Hieraus schliessen wir sofort, dass ig eine allenthalben ein- 
deutige Function von 17 ist, die nur für 

|i?|<l 

existirt, und wir erhalten auch eine Darstellung dieser eindeutigen 
Function, weim wir in dem sich aus der Gleichung (17) der Nr. 344 
(S. 313) ergebenden rationalen Ausdrucke von js durch g^ 

für welchen nach der Definition von tx die Gleichung 

Sohlesinger, Differentialgleichungen. II, 2. 
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besteht^ mit X zur Grenze übergehen. In der Tbat ei^ebt sich durch 
einfache Gre^zbetrachtungen 

z = lim B,{t,) = lim B,(n) = F(r]), 

WO F den Algorithmus einer eindeutigen Function bedeutet. 

Für die Grenzfunction ^, die aus dem für Werthe von g, deren 
absoluter Betrag grösser als Eins ist^ durch die Gleichung (2) der 

Nr. 341 (S. 303) definirten tj durch analytische Fortsetzung entsteht, 
gelten die analogen Resultate wie für ti selbst. Wenn dem Werthe 

H von riy wo also 

|H|<1 
ist, der Werth 

Z=F{H) 

entspricht; so entspricht dem zu H harmonischen Werthe 'H von tj der 
zu Z harmonische Werth 'Z von g, und zwar ist 

'Z=JPCH), 

d. h. der Algorithmus F stellt für Werthe ^ des Argumentes, deren 
absoluter Betrag grosser wie Eins ist, die ausserhalb des Einheitskreises 
existirende eindeutige Function von ^ dar, ebenso wie er für Werthe 
des Argumentes, deren absoluter Betrag kleiner wie Eins ist, die nur 
innerhalb des Einheitskreises definirte eindeutige Function £ von 1; 
liefert. 



347. Besiehnngen swisohen den Halbzweigen und Zweigen der 

Grensfiinction. 

Um nunmehr die Beziehung zwischen den verschiedenen Halb- 
zweigen der Function rj herstellen zu können, müssen wir diejenige 
Function F* heranziehen, die für rj eine analoge Rolle spielt, wie 
die Function 7* für g^. 

Da die Gruppe ii* , zu welcher ry^^ gehört, nur aus der identischen 
Operation besteht, so gilt das Gleiche für die Gruppen 

zu denen die verschiedenen Halbzweige von 1] gehören. Also reducirt 
sich auch die Gesammtheit T der allen diesen Gruppen gemeinsam an- 
gehörenden Operationen auf die identische Operation, und wir können 
demnach jeden Zweig der Function tj selbst als Function V^ ansehen. 
Bedeutet also 



^(0,^l,i2,...i^)^^(l) 



emen von 



347. Zweige der Grenzfunction. 323 

verschiedenen Halbzweig der Function ri, so folgt nach der Analogie 
der Gleichungen (24) und (24a) der Nr. 345 (S. 318), dass V*^ durch 
17^'^ und g beziehungsweise durch 'r/^^ und 'z eindeutig dargestellt werden 
kann, jenachdem 

V ^ ft (mod 2) , 
beziehungsweise 

v^ fi -\- l (mod 2) 

ist. Da nun eine eindeutige Function von rj ist, so stellt sich also 

7]^^^ durch 1^^*^ beziehungsweise 'ri^\ d. h. jeder Halbzweig von rj durch 
jeden anderen oder dessen harmonischen Werth eindeutig dar. Hier- 
aus schliessen wir aber nach bekannten functionentheoretischen Sätzen, 
dass jeder Halbzweig eine lineare Function mit constanten Coefficienten 
von jedem anderen Halbzweige oder von dessen harmonischem Werthe 
sein muss. In beiden Fällen müssen diese linearen Functionen die 
Peripherie des Einheitskreises der 1;- Ebene in sich selbst transfor- 
miren. 

Insbesondere ist also jedes 

eine lineare Function von ij oder von 'i^^^^ jenachdem fi eine gerade 
oder eine ungerade Zahl ist. Sei 

dann ist für einen Punkt S der Seite (fi^__i, «^), längs der die Gebiete 
y^^^ und y(^t*) zusammenhängen, 



e = 



«x$'f +«x4 



Hieraus folgt nach einem wiederholt angewandten Schlussverfahren 
(vergl. z. B. Nr. 268, S. 35fif.) und mit Rücksicht auf die Eigenschaft 
der Substitution, die Peripherie des Einheitskreises ungeändert zu lassen, 
dass die Seite (€^_i, «J ein Kreisbogen ist, der den Einheits- 
kreis der 1^-Ebene in den Punkten «^_i, b^ unter rechtem 
Winkel schneidet. 

Damit ist also gezeigt, dass die Grenzfunction rj die Abbildung 
des Kreisbogenpolygons mit verschwindenden Winkeln 

Vif ^2 7 * * • ^a+l/^ 

21» 
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dessen Seiten den Einheitskreis unter rechtem Winkel schneiden, auf 
das Innere des Einheitskreises der jer-Ebene liefert^ und aus dem Satze 
der Nr. 320 (S. 232) folgt nunmehr, dass wie in der Nr. 341 (S. 302) 
behauptet wurde, in der That die Function z von ri eine Fuchs 'sehe 
ist, die nur innerhalb des Einheitskreises der 17 -Ebene existirt und die 
auf der Peripherie des Einheitskreises der jgr-Ebene beliebig vorgeschrie- 
benen Werthe «„ a„ . . . «„^, audässt. 

Von einer Fuchs'schen Function, die beliebig Yorgeschriebene, auf 
der Peripherie des Einheitskreises gelegene Werthe auslasst, kann man 
durch eine linear gebrochene Transformation leicht zu einer Fuchs'- 
schen Function gelangen, die beliebig vorgeschriebene reale Werthe 
auslässt; wir haben also in der That das zu Beginn der Nr. 329 
(S. 258) in Aussicht genommene Ziel erreicht, d. h. es ist gezeigt, 
dass sich in der Differentialgleichung (1) der Nr. 325 (S. 246), 
wenn die daselbst mit a^, a^; ... a^ . ^ bezeichneten singulären 
Punkte real und die g^^ g^j • • • ^^^i^ sämmtlich unendlich 
gross sind, die Coefficienten der ganzen Function E^_^{d) als 
reale Grössen stets und (gemäss dem Satze der Nr. 327) nur 
auf eine Weise so bestimmen lassen, dass die unabhängige 
Variable s eine eindeutige Fuchs'sche Function des Integral- 
quotienten 71 wird. 



348. Betrachtung des allgemeinen Falles beliebiger nicht auf dem 

Einheitskreise gelegener singulärer Funkte. 

Wir wenden uns nun zu der Untersuchung des allgemeinen Falles, 
wo in der normalen Differentialgleichung (1) der Nr. 325 (S. 246) die 
^1; ^2> * • * ^a+i l>öliebige, nicht sämmtlich reale (oder auf einer Kreis- 
peripherie gelegene) Werthe, und die (/^, ^g; ' * * 9a+i ^i^^* sämmtlich 
unendlich gross, sondern irgendwelche positive ganze Zahlen sind, die 
der Ungleichung (4) der Nr. 326 (S. 249) Genüge leisten. Es wird 
sich dann mit Hülfe der in den vorhergehenden Nummern 
erlangten Resultate zeigen lassen, dass (vergl. Nr. 326, S. 252) 
steis eine der Differentialgleichung (1) subordinirte normale 
Differentialgleichung gefunden werden kann, in der sich über 
die noch unbestimmt bleibenden Parameter so disponiren 
lässt, dass diese Differentialgleichung eine Fuchs'sche wird. 

Mögen unter den gegebenen Grössen 

gewisse, etwa ö^i; «j; * • * öt^ J"eal sein; unter den übrigen 
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mögen sich gewisse Paare von conjugirten complexen Grössen befinden; 
sollten dann noch complexe Grössen unter den a^ vorhanden sein^ 
deren conjugirte in der Reihe der a^ nicht mit enthalten ist^ so 
fügen wir diese conjugirten dem Tableau (1) einfach hinzu. Die so 
erweiterte Reihe möge lauten 

"WO also ftlr x = A + 1, ■ • • r + 1, ä^ die zu a^ conjugirte complexe 
Orösse bedeutet. Wenn die Zahl 

1 +r— A=g 

gleich Null ist^ d. h. wenn in der Reihe (2) nur reale Grössen yor- 
kommen^ so ist die Existenz einer Fuchs'schen Function, die die 
Werthe (2) auslässt, bewiesen. Wir zeigen nun, dass, wenn die Exi- 
stenz einer Fuchs'schen Function als feststehend angesehen wird, 
die ein System von Werthen auslässt, welches g — 1 Paare conjugirter 
complexer Grössen enthält, auch eine Fuchs 'sehe Function construirt 
werden kann, die das Werthesystem (2) auslässt, in welchem die An- 
zahl der Paare conjugirter complexer Grössen gleich q ist. 

Bilden wir zu diesem Ende die ganze rationale Function 2jften 
Grades 

SO sind die Goefficienten derselben, wenn wir uns nach Potenzen von 
X geordnet denken, reale Grössen. Die Ableitung (p {x) von <p{x) ist 
von ungeradem {2q — l)-ten Grade, die Gleichung 

(4) 9' («) = 

besitzt demnach mindestens eine reale Wurzel. Bezeichnen wir also 
die Wurzeln der Gleichung (4) durch 

so befinden sich unter denselben höchstens (g — 1) Paare conjugirter 
complexer Grössen. Demnach enthält auch das Tableau 

(5) 0, <jp(a,), . . . <)p(a^), <)p(c^), (p((7,), • • • 9(^29-1) 

höchstens (g — 1) Paare conjugirter complexer Grössen, wir können 
folglich gemäss unserer Voraussetzung eine Fuchs 'sehe Function i^(i}) 
bestinmien, die nur innerhalb des Einheitskreises der 97 -Ebene existirt, 
innerhalb des Fundamentalbereiches jeden Werth nur ein einziges Mal 
annimmt und die Werthe (5) auslässt. 
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Setzen wir nun 
(6) q>{x) = Fiv). 

so ist zunächst leicht einzusehen, dass x eine eindeutige Function 
von 1^ ist. Die Function x von iy könnte nämlich nur für solche Werthe 
von ri eine Verzweigung erfahren, für welche die Ableitung g>' (x) von 
q>{x) verschwindet; für einen solchen ly-Werth müsste aber 

sein, wo i eine der Zahlen 1, 2, • • • 2g — 1 bedeutet, und das ist 
nicht möglich, da F(7jD die Werthe (5) auslassen sollte. Femer kann 
die durch die Gleichung (6) definirte Function x von 17 keinen der 
Werthe 

annehmen, da sonst F(r;[) gleich dem entsprechenden 9 (a) sein müsste, 
und ebensowenig kann x einen der Werthe 

a., ä. (.«A+i, .«+1) 

erhalten, da sonst F(rji) verschwinden müsste. 
Setzen wir 

F(v)-=e, y^-V%, y.^vY^, 

SO bilden, da eine Fuchs'sche Function von rj sein sollte, die y^, y, 
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung 

worin p(/) eine rationale Function von z bedeutet. Die singulären 
Punkte dieser Differentialgleichung sind die Stellen (5), und die deter- 
minirende Fundamentalgleichung eines jeden dieser Punkte besitzt eine 
doppelte Wurzel. Nun ist aber 

dx 1 dz ^ 

dr} qp' (x) drj ' 

wenn wir also in der Differentialgleichung (7) die Substitution 

Z = (p(x) 

machen, so verwandelt sich (vergl. die Gleichungen (10), (11) der 
Nr. 181, Bd. II, 1, S. 189) diese DifiFerentialgleichung in 
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aus welcher sich x als Function von 17 durch TJmkehrung des Quo- 
tienten der Elemente 

T /dx 1 /dx 

eines Fundamentalsystems ergiebt. Offenbar ist der Coefficient von u 
in (8) eine rationale Function yon Xy wir schliessen also, dass x eine 
Fuchs'sche Function des Integralquotienten r^ sein muss, die inner- 
halb des Fundamentalbereiches jeden Werth nur ein einziges Mal an- 
nimmt. 

Die singulären Punkte der Differentialgleichung (8) sind offenbar 
diejenigen Werthe von x^ für welche je? — 9 (a?) einen der Werthe (5) 
annimmt, d. h. also erstens die Punkte (2) und zweitens die von diesen 
Punkten verschiedenen Lösungen der Gleichungen 

(p{x) = fp{a^ (.=11, 8,. -.i), 

9 (a;) == 9 (c.) (.=1, », ■ • 29-1) , 
die wir durch 

(9) \>\,-K 

bezeichnen wollen. Für jeden dieser singulären Punkte besitzt die 
determinirende Fundamentalgleichung von (8) eine doppelte Wurzel^ die 
Function x von ij lässt also die Werthe (2) und die Werthe (9) aus. 

Offenbar ist die Differentialgleichung (8) der normalen Differential- 
gleichung (1) der Nr. 325 (S. 246), von der wir zu Beginn dieser Num- 
mer ausgegangen waren, subordinirt, die Behauptung, die wir daselbst 
aufgestellt hatten, ist also bewiesen. Grenauer ausgesprochen haben wir 
den Satz: 

Wenn beliebige reale oder complexe Werthe 

«1^ «a; ••• %+i 
gegeben sind, so lässt sich stets eine Fuchs'sche Function 
finden, die diese gegebenen Werthe und überdies noch ge- 
wisse andere nicht gegebene Werthe auslässt, nur innerhalb 
des Einheitskreises existirt und innerhalb des Fundamental- 
bereiches (dessen sämmtliche Ecken auf der Peripherie des Einheits- 
kreises liegen) jeden Werth nur ein einziges Mal annimmt. 

349. ZusammenfaBsung der bisher erlangten BeBultate. 

Durch diesen Satz ist also das am Schlüsse der Nr. 326 (S. 252) 
in Aussicht genommene Ziel erreicht, d. h. es kann, wenn eine beliebige 

Function 

Y=F{z) 
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« 

der complexen Yariabeln e gegeben ist, die nur eine endliche Anzahl 
von Yerzweigungspunkten besitzt und die in der durch einen die Ver- 
zweigungspunkte unter einander verbindenden Schnitt zeischnittenen 
£?- Ebene eindeutig ist, ein Parameter 17 so gefunden werden, dass z als 
Fuchs'sche Function von 17 und Y als eindeutige Function von r^ er- 
scheint (vergl. Nr. 326, S. 251). 

Wir haben gesehen, dass sich auf Grund der in den Nummer c 
334, 335 (S. 275 ff.) behandelten Untergruppe einer aus lauter parabo- 
lischen Substitutionen erzeugten Fuchs'schen Gruppe mit symnietri- 
schem Fundamentalbereiche eine Function 17 yon herstellen ISsst, die 
als Grenzfunction gewisser algebraischer Functionen erscheint und deren 
Umkehrung eine Fuchs'sche Function liefert, die eine endliche Anzahl 
beliebig vorgeschriebener realer (oder auf der Peripherie eines Kreises 
gelegener) Werthe auslässt. In ähnlicher Weise kann die in den Num- 
mern 332, 333 (S. 268 ff.) betrachtete Untergruppe einer aus lauter 
parabolischen Substitutionen erzeugten Fuchs 'sehen Gruppe mit nicht 
symmetrischem Fundamentalbereiche dazu benutzt werden, einen Algo- 
rithmus von algebraischen Functionen der Yariabeln z au&ustelleD, 
dessen Grenzfunction ri so beschaffen ist, dass ihre Umkehrung eine 
Fuchs'sche Function liefert, die eine endliche Anzahl beliebig vor- 
geschriebener, willkürlich (d. h. nicht auf einer Ereisperipherie) in der 
j7- Ebene gelegener Werthe auslässt. Wir gehen auf eine Ausführung 
dieses Verfahrens nicht ein, da uns die in der vorigen Nummer erlangten 
Ergebnisse einen für die Zwecke, die wir im Auge haben, ausreichenden 
Ersatz für dasselbe bieten, sondern wollen jetzt in eine genauere Be- 
trachtung der Integrationsmethode für eine lineare homogene Differen- 
tialgleichung beliebiger Ordnung mit rationalen Goefficienten eintreten^ 
die aus der Anwendung des P o in care 'sehen Princips entspringt 



Siebzehnter Abschnitt. 
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Erstes Kapitel. 

350. Integration einer linearen DÜTerentialgleiohnng mit rationalen 
OoefCleienten auf Ghrond des Poinoar^*80hen Prinoips. 

Wenn es sich um eine lineare Differentialgleichung mit algebrai- 
schen GoefBcienten handelt^ deren Ordnungszahl keiner Beschrankung 
unterliegt^ so kann man dieselbe mit Hülfe der in der Nr. 61 (Bd. I^ 
S. 218) angegebenen Reductionsmethode auf eine lineare Differential- 
gleichung mit rationalen Coefficienten zurückführen; wir dürfen uns 
demnach für die allgemeinen Betrachtungen^ denen wir uns jetzt zu- 
wenden^ auf die Behandlung von linearen Differentialgleichungen mit 
rationalen Coef&cienten beschranken. 

Sei 

eine vorgelegte lineare Differentialgleichung, deren Coefficienten ratio- 
nale Functionen* von x sind, die nur in den Punkten 

unendlich werden. Die Bezeichnung denken wir uns so gewählt, dass 
die Punkte 

die ausserwesentlich singularen und diejenigen wesentlich singulären 
Stellen bedeuten^ in deren Umgebung das allgemeine Integral der 
Differentialgleichung (1) nur wie eine rationale Function unendlich 
wird, dann sind also die Stellen 

die einzigen Yerzweigungspunkte oder ünbestimmtheitsstellen der Inte- 
grale von (1). 
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Bilden wir nun eine normale Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung (Nr. 326, S. 249) 

(2) Ö-=«(^)''' 

deren singulare Punkte die 

«i; <»2» ••• ^^9 «a+l = ^ 

sind und die so beschaffen ist^ dass für x = 1, 2, • • • (», ö -}- 1 die 
Differenz d^ der Wurzeln der determinirenden Fundamentalgleichmig, 
die zn X == a^ gehört^ im Allgemeinen gleich Null ist; nur wenn a^ 
kein Punkt der Unbestimmtheit fQr die Integrale der Differentialglei- 
chung (1) ist^ wenn überdies die Entwickelungen dieser Integrale is 
der Umgebung von x = a^ keine Logarithmen enthalten und die Wur- 
zeln der zu a^ gehörigen determinirenden Fundamentalgleichong Ton (1) 
rationale Zahlen sind, kann d^ gleich dem grössten aliquoten Theile 
der Einheit gewählt werden, als dessen ganzzahlige Multipla sich diese 
rationalen Zahlen darstellen lassen. Nach den Ergebnissen des yorher- 
gehenden Abschnittes kann dann jedenfalls eine der Differentialgleichung 
(2) subordinirte Differentialgleichung 

(2a) 5^ = *(^)^ 

gefunden werden, in welcher die unabhängige Variable x eine nur im 
Innern des Einheitskreises existirende Fuchs'sche Function x^=f{T^ 
des Integralquotienten 17 ist, die die Werthe 

und eventuell noch gewisse andere Werthe 

auslässt. Zufolge des P in care 'sehen Princips ist dann das allgemeine 
Integral y der Differentialgleichung (1) eine eindeutige Function 
von ly. 

Denken wir uns in die Differentialgleichung (1) die Grosse ij als 
neue unabhängige Variable eingeführt, so nimmt diese Differential- 
gleichung die Gestalt an 

(la) ^ + ^^(,) ^y + . . . + ^^i^)y = 0, 

wo die Coefficienten q>^ (rf) , tp^ (rf), • • • 9, (^) eindeutige Functionen von 
fj sind, die nur für 

existiren. Wenn wir die Differentialgleichung (1) durch Multipli- 
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cation mit einer geeignet gewählten ganzen rationalen Function anf 
die Form 

bringen, wo die P^ ganze rationale Functionen von x bedeuten und P^ 
nur für die singulären Stellen der Differentialgleichung verschwindet, 
so ist 

^^^_J ^ dT-^y r in) .. 

die Differentialgleichung mit der unabhängigen Yariabeln rj nimmt folg- 
lich nach Multiplication mit (/'(i?)]*"""* die Gestalt an (vergl. Nr. 124, 
Bd. I, S. 458) 

Die Ableitung f (rf) der Fuchs'schen Function X'^firf) kann 
nur für Werthe von rj, die auf dem Einheitskreise liegen, gleich Null 
oder Unendlich werden, ebenso liegen diejenigen 77 -Werthe, denen die 
a;-Werthe 

entsprechen, auf der Peripherie des Einheitskreises. Die Differential- 
gleichung (la) besitzt also innerhalb des Existenzbereiches ihrer Goef- 
ficienten nur diejenigen i}- Werthe als singulare Stellen, denen die 
ic -Werthe 

entsprechen. In der Umgebung dieser 17 -Werthe besitzt das allgemeine 
Integral von (la) den Charakter einer rationalen Function; wenn wir 
insbesondere voraussetzen, dass die h nur ausserwesentliche singulare 
Punkte der Differentialgleichung (1) sind (ein Fall, auf den sich der 
allgemeine stets durch Multiplication von y mit einer ganzen rationalen 
Function von x zurückführen lässt), so sind die entsprechenden ij -Werthe 
auch ausserwesentlich singulare Punkte der Differentialgleichung (la). 
Dann sind also die Integrale der letzteren Differentialgleichung für 

holomorph und folglich in ihrem ganzen Existenzbereiche nach positiven 
ganzen Potenzen von 17 iBntwickelbar; und zwar erhalten wir^ wenn der 
Punkt 17 =» keine der ausserwesentlich singulären Stellen von (1 a) 
ist, für das allgemeine Integral eine Entwicklung, deren n erste Goef- 
ficienten willkürliche Gonstanten sind. Die folgenden Goefficienten er- 
geben sich mittelst Becursionsformeln, wenn die Goefficienten der 
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Differentialgleichung (la) bekannt sind; um diese herzustellen bedarf 
es nur der Eenntniss der Function x = f(rj) und diese kann, wem 
die «j , a^ , • • • a gegeben sind, nach der in dem vorhergehenden Ab- 
schnitte behandelten Methode stets als örenzfonction rationaler Ynm- 
tionen gefunden werden. 

Wir haben also auf diese Weise eine Integrationsmethode 
für eine beliebige lineare Differentialgleichung (1) mit ra- 
tionalen Coefficienten, die uns gestattet, abhängige und unab- 
hängige Variable als beständig (d. h. für alle Werthe des 
Existenzbereiches) convergente, nach positiven ganzen Po- 
tenzen der Hülfsvariabeln 17 fortschreitende Beihen 

y = Co + ^i^H — > 
^ = ^o + hv-\ — 

darzustellen, und dieses Beihenpaar liefert uns für Werthe 
von 7]y die innerhalb des Einheitskreises liegen, alle regu- 
lären Stellen des analytischen Gebildes (a?, y). 

351. Charakter der Integrale einer DifferenüalgleiohTins der 
Fuchs 'sehen Classe als Functionen des Parameters 1}. 

Wenn wir das Verhalten des allgemeinen Integrales der Differen- 
tialgleichung (1) bei Umläufen der unabhängigen Yariabeln x unter- 
suchen wollen, so haben wir auf rj die Substitutionen der Gruppe der 
Fuchs 'sehen Function x = f(rj) anzuwenden. 

Um die Untersuchung gleich in der vollen Allgemeinheit zu 
führen, denken wir uns, es sei die Differentialgleichung (2a) irgend 
eine der Differentialgleichung (2) subordinirte Fuchs 'sehe Differential- 
gleichung (Nr. 326, S. 249), so dass also nicht nothwendig die Diffe 
renzen d^ der Wurzeln aller zu (2 a) gehörigen determinirenden Fun- 
damentalgleichungen gleich Null sind. Dann ist nach wie vor sowolil 
X als auch y eine nur für | iy | < 1 existirende eindeutige Function 
von 17; wenn wir uns also ein Fundamentalsystem 

von (1) gegeben denken, so ist 

Vi — fpiiyi) (»=i,2,...n), 

wo ^. (fjj) eine nur für 1 1^ | < 1 definirte eindeutige Function von 1? 
bedeutet. 

Sei d die projective Monodromiegruppe der Fuchs'schen Diffe- 
rentialgleichung (2 a), und denken wir uns auf rj eine Substitution 
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S.^ = 



VyV + *, 



der Fuchs'sclien Gruppe d" angewandt^ d. h. lassen wir rj auf einem 
innerhalb des Einheitskreises verlaufenden, sonst beliebigen Wege von 
dem Punkte ij T^such dem Punkte S^rj gelien^ so bleibt die Fuchs'sche 
Function x == f(ri) ungeändert, d. h. x vollzieht in seiner Ebene einen 
geschlossenen Weg. Die Integrale [yj verwandeln sich demnach in 
lineare homogene Functionen ihrer selbst, d. h. sie erfahren eine lineare 
Substitution 

der homogenen Monodromiegruppe & von (1). Offenbar wird zufolge 
der Art und Weise, wie wir die Differentialgleichung (2) eingerichtet 
haben, dadurch dass wir S^ alle Substitutionen der Fuchs 'sehen 
Gruppe ^ durchlaufen lassen, jede Substitution T^ der Gruppe zum 
Vorschein kommen; die Gruppen ^ und & sind demnach isomorph, im 
Allgemeinen ist dieser Isomorphismus aber kein holoedrischer, sondern 
es entspricht der identischen Substitution von S eine gewisse aus- 
gezeichnete Untergruppe E von d. 

Wir können also die analytische Beschaffenheit des Functions- 
Systeme [yj von r, in folgender Weise charakterisiren: 

Die y^ sind eindeutige, nur für 1 17 1 < 1 existirende Func- 
tionen von 17, die die Substitutionen einer gewissen linearen 
homogenen Gruppe erfahren, wenn wir auf 17 die Substi- 
tutionen der Fuchs'schen Gruppe d" anwenden. 

Diese Eigenschaften haben die [y.] offenbar mit jedem dem Funda- 
mentalsjsteme [yj entsprechenden Fundamentalsysteme einer mit (1) 
zu derselben Art gehörigen Differentialgleichung gemein, und all- 
gemeiner mit jedem System von Functionen, welches in der Form 

darstellbar ist, wo die Ä^, Ä^^, - • • Ä^_^ eindeutige Functionen von x 
bedeuten, um die y^ als Integrale einer linearen Differentialgleichung 
mit in x rationalen Coefficienten zu charakterisiren, müssen demnach 
noch weitere Eigenschaften dieser Grössen als Functionen von i] an- 
gegeben werden, es sind dies Eigenschaften, die das Verhalten 
der y. in der Nähe der Ecken des Fundamentalbereiches F^^ 
der Fuchs'schen Gruppe <& bestimmen. 

Da sich der Behandlung des allgemeinen Falles, wo die Integrale 
von (1) an allen oder an einzelnen der Stellen 



334 XYII. Theorie der Zetafdnctionen. Kapitel 1. 

onbeBiiiiimt werden , noch wesentliche Schwierigkeiten entge^enstelloi, 
so wollen wir für das Folgende voraussetzen, dass die Differential 
gleichung (1) der Fuchs'schen Classe angehört Dann lässt sich 
das Verhalten der Integrale der Differentialgleichung (la) in der Nahe 
der Eckpunkte des Fundamentalbereiches F^ auf folgende Weise charak- 
terisiren. 

Betrachten wir zunächst den Fall einer im Innern des Einheit^- 
kreises gelegenen Ecke A^ von F^ oder eines der mit F^ congraenten 
Bereiche der Theilung des Einheitskreises (bei der aUgemeinen Fest 
Setzung; dass die Fuchs'sche Differentialgleichung (2a) irgend eine der 
Differentialgleichung (2) subordinirte sein soll, können solche Ecken 
in der That auftreten) , dann gehört X^ einem gewissen Cyklus von 
Ecken an, in welchem die Winkelsumme gleich 2xd^ ist, wenn für 
ri = X die Fuchs'sche Function x den Werth a annimmt. Gemäss 
der Definition der normalen Differentialgleichung (2) besitzt dann die 
zum Punkte a^ gehörige determinirende Fundamentalgleichung der 
Differentialgleichung (1) lauter rationale Wurzeln 

^> ^^ ••• ^n> 
die sämmtlich ganzzahlige Multipla 



von 






*, = - 



sind; und die Entwickelungen der Elemente des za x = a^ gehöriges 
canonischen Fundamentalsystems 9i; 9a; **' 9« ^^^ (1) ^^ ^^^ ^^' 
gebung von x ^^ a enthalten keine Logarithmen. Wir haben also 



nty 



wo die ^^ nach positiven ganzen Potenzen von x — a^ fortschreitende 
Reihen bedeuten. 

Andereiseite ist in der Umgebung von x = a 



!LJ? = (:,_a/«^(^|a), 



n-ll 



WO k^ den zu A^ harmonischen Werth, 5ß {x \ a^) eine gewöhnliche 
Potenzreihe von x — a^ bedeutet, die fftr rr *== a^ nicht verschwindet; 
wir haben also in der Umgebung von i? = A, 
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« - «. = (i? - KT'lh + *»(^ -K)+- •], «1 + 0, 

xind folglich 

(x-aj" = (ij - A.)pj + ä,iv -K) + ---^- 
Demnach ergiebt sich 

"WO die $ß^ gewöhnliche Potenzreihen von i^ — A^ bedeuten. 
Da nun 

ist, wo die c.^ Constanten sind, für welche 

l^.y 1 + (.-,«1,2,...«), 

SO erkennt man, dass die Functionen y^ in der Umgebung yon 
-ly = A^ sich wie rationale Functionen verhalten. 

Sei femer ij = A^ eine auf der Peripherie des Einheitskreises ge- 
legene Ecke eines der mit jP^ congruenten Bereiche, dann lauten die 
Bntwickelungen der Elemente des zu x = a^ gehörigen canonischen 
Fundamentalsystems der Differentialgleichung (1) allgemein wie folgt: 

Bedeuten ^i y ^2 ' * * ' % ^® ^^^ einander nicht um ganze Zahlen 
verschiedenen Wurzeln der zu a? = a^ gehörigen determinirenden Fundar 
mentalgleichung von (1), so lässt sich (Nr. 50, Bd. I, S. 174) bei ge- 
eigneter Wahl der ^^y ^oy • - ' f^ die Gruppe der Integrale, die zu r 
und den a von r um ganze Zahlen verschiedenen Wurzeln gehören, 
in der Form 

«—1 



%i =(pc — aj^y^ if^^ (x I aj [log (x — ajf (/-1. 2 . - ■ a^) 



darstellen, wo die 9^^ gewöhnliche Potenzreihen von x — a^ bedeuten 

und 

9 

ist. Für die Differentialgleichung (2 a) ist A^ Doppelpunkt einer para- 
bolischen Substitution der Gruppe -Ö", wir haben folglich in der Nähe 
von A für x — a die Entwickelung 



00 



*~'*x=2^V^'» «1 + 0, 



wo 
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t= 



K 



gesetzt wurde, and ß^ eine wohlbeatinunte Gonstante bedeutet. 
Hiemach ist also 



r„ t /- , - J 



und folglich 

1—1 

WO die , gewöhnliche Potenzreihen von e* bedeuten. 

Da nun jedes y. als lineare homogene Function mit constanten 
Coefficienten der 

darstellbar ist^ ergeben sich für die y. Entwickelungen von der Form 

(a) e-»' <P, • P, + e'»' «, • P, + • . . + «-«' «^ . P^, 

WO die Pj , Pg , • • • P ganze Functionen von t beziehungsweise von 
den Graden 

bedeuten^ deren Coefficienten ebenso wie die O^ , 0^y • - O ge wohn- 
liche Potenzreihen von e sind. Die Summe der Gradzahlen der P^ 
befriedigt die Gleichung 

(ß) «1— l + «2— IH h«^— l = w — g. 

Wenn wir also in der linearen Differentialgleichung der Fuchs'- 
schen Classe (1) an Stelle von x den Integralquotienten r^ der Fuchs'- 
schen Differentialgleichung zweiter Ordnung (2a) als neue unabhängige 
Variable einführen^ so lasst sich ein Fundamentalsystem [yj von Inte- 
gralen der so entstehenden Differentialgleichung (1 a) wie folgt charak- 
terisiren: 

Die [yj sind eindeutige nur. für 1 1^ | < 1 existirende Func- 
tionen von r^^ die die Substitutionen der Monodromiegruppe 
von(l) erfahren^ wenn auf i^ die Substitutionen der Fuchs'- 
schen Gruppe d ausgeübt werden. Diese eindeutigen Func- 
tionen zeigen in der Umgebung jeder im Innern des Ein- 
heitskreises der ij-Ebene gelegenen Stelle das Verhalten 
rationaler Functionen und gestatten in der Nähe der auf der 
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Peripherie des Einheitskreises gelegenen Ecken der Bereiche 
der zu der Gruppe ^ gehörigen Theilung Entwickelungen 
von der Form («), wo die Grade der ganzen Function P^ die 
Gleichung (ß) befriedigen. 



352. Analogie mit Problemen der Theorie der elliptischen 
Functionen. Fnohs'sohe Zetafonotionen. 

Der Process, durch welchen wir die Integi*ale der Differential- 
gleichung (1) als eindeutige Functionen eines eindeutig umkehrbaren 
Integralquotienten einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
dargestellt haben, hat in der Theorie der elliptischen Functionen sein 
Analogen. 

Betrachtet man nämlich in dem elliptischen Integrale erster Gat- 
tung (vergl. Nr. 248, Bd. ü, 1, S. 478) 



X 



dx 



a;*)(l— äV) 





die obere Grenze x als Function von Uy so ist diese Function, d. h. also 
de Umkehrungsfunction von u, eine eindeutige 

X = sin am m = sn m 

mit den Perioden 4K und 2K'i, wo K, K' durch die Gleichungen (5) 
(a. a. 0.) definirt werden. Wenn man die ebenfalls eindeutigen und 
doppeltperiodischen Functionen 

Fl — a:^ = cn w, Kl — %o^ = dn m 

einführt, so ist 

rfa; = cn M • dn w • Jw, 

und das Normalintegral zweiter Gattung (Nr. 250, Bd. II, 1, S. 485) 



X 

7 y(l-a;«)(l-x^ 





verwandelt sich durch Einfiihrung von u als Integrationsvariable in 

u 

E(u) = X* Csntidu' 



Da für X = \ das Integral u den Werth K erhält, lautet das 
complette Integral zweiter Gattung (a. a. 0. S. 485) 

Sohleiinger, Difforentialgleichnngen. ü, 2. 22 
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1 K 

E= I , = * / sn « äv,\ 





2 2 



durch Einführung von % x =^t verwandelt sich JE? in 



J i/t(«-i)(«- 





Wenn man nun mit Jacobi (Fundamenta nova theoriae fdnctio- 
num ellipticarum^ art. 47) die Function 

(y) Z(«) = |t*-^(u) 

in Betracht zieht^ so ergiebt sich fOr das Integral zweiter Grattung die 
Darstellung 

Setzt man dann in der Gleichung (y) für sn^w die für diese Function 
von Jacobi (a.a.O. art. 41) gegebene Darstellung 

(_.j snti = ( J- — — -82,— S^cos-^, 

WO g die in der Nr. 265 (S. 21) definirte Grosse bedeutet, so erhält 
man 

00 






Die Function Z{u) ist demnach eine eindeutige Function von «, 
das Gleiche gilt folglich gemäss der Gleichung {y) für das Integral 
zweiter Gattung JE7(w). 

Vermehrt man u um 2K^ so bleibt Z(y) ungeändert, und £(«) 
verwandelt sich in 

E(jji, + 2Z) = Eijjt) + 2J5;; 
vermehrt man u um 2K'i, so verwandelt sich ^(u) in 

und folglich E(u) in 

^(m + 2Z'») = ;J (m + 2K't) — Z(u) + J' 
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Nun haben wir aber zufolge der Legendre 'sehen Relation (Nr.250y 
Bd. n, 1, S. 485, Gleichung (23), vergl. Nr. 251, ebenda S. 491). 



iffO 



'■'-'\fyr- 



•pr * X # ardx 



a:^)(l — xV)' 



oder, wenn wir wiederum x^x = t setzen. 



E'i = — l ^ 

V l/«(«-l)(«-x*)' 



X« 



der dem K' i entsprechende aliquote Theil des zu J?(u) gehörigen 
Feriodicitatsmoduls ist*). Es ergiebt sich demnach 

E{yt, + 2K'i) = £(m) + 2Ei, 

Wir sehen also, dass während das elliptische Integral zweiter Gat- 
tung J?(u) als Function von x keine eindeutige Umkehrung zulässt, 
durch Einföhrung des eindeutig inversiblen Integrales erster Gattung 
u als neuer unabhängiger Variabein eine Function E{u) von m resultirt, 
die eindeutig ist, und bei Vermehrung des Argumentes u um Perioden 
die entsprechenden Zuwüchse um Periodicitätsmoduln erfährt. Wir 
haben also in der That die analogen Verhältnisse, wie in dem Falle 
einer beliebigen linearen Differentialgleichung^ deren Integrale sich durch 
Einführung des eindeutig umkehrbaren Integralquotienten 17 einer Dif- 
ferentialgleichung zweiter Ordnung in eindeutige Functionen von y\ ver- 
wandeln und die Substitutionen ihrer Monodromiegruppe erleiden, wenn 
auf fi die Substitutionen der Fuchs 'sehen Gruppe angewandt werden, 
die die eindeutige Umkehrungsfunction von ti ungeändert lassen. 

Die Function Z{jji) ist selbst ein Integi-al zweiter Gattung, nämlich 






dx 




da nun die Integrale der allgemeinen Differentialgleichung (1) zu der 
Fuchs'schen Function x von 1} in ähnlicher Beziehung stehen, wie 
die Function Z{u) zu der Function sum, so nennt man nach Herrn 
Poincare die Integrale y^, J/^; • • • y„ von (1) als Functionen von ti 
Fuchs'sche Zetafunctionen (fonctions z^tafuchsiennes). 

*) Vergl. die Berichtigung zu Bd. II, 1, S. 487 ff. am Schlüsse dieses Bandes. 

22* 
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353. Allgemeine Definition und Eigenschaften der Systeme 

Fuohs*scher Zetafanctionen. 

Allgemein definiren wir ein System Fuchs'sclier Zetafanc- 
tionen in folgender Weise: 
Sei 

^ = (1, s,, s,,...) 

eine Fuchs'sche Gruppe von der in der Nr. 304 (S. 169 flF.) ang^ebenen 
Beschaffenheit^ und nehmen wir wie gewohnlich den Einheitskreis der 
1]- Ebene als Orthogonalkreis; seien 

n innerhalb des Einheitskreises existirende eindeutige Functionen toq 
1/ Yon der Beschaffenheit^ dass sich jedes Z^ in eine lineare homogene 
Function der Z^ , Z^ , • • • Z^ 

^^ tX X 

x—1 

verwandelt, wenn rj eine Substitution S^ der Gruppe ^ erfahrt, dann 
bilden d^e Substitutionen 

eine mit -ö* isomorphe Gruppe ®. Der analytische Charakter der 
Functionen Z. werde dahin fixirt, dass sich diese Functionen innerhalb 
des Einheitskreises wie rationale Functionen verhalten und in der INlahe 
der auf der Peripherie des Einheitskreises gelegenen Ecken X^ der der 
Gruppe ^ entsprechenden Theilung eine Darstellung von der Form («) 
gestatten, wo die Gradzahlen der Polynome P^y > * - P der Gleichtmg (ß) 
Genüge leisten. 

Ein so beschaffenes Functionssystem nennen wir ein System 
F uchs 'scher Zetafunctionen, welches zu der Fuchs 'sehen Gruppe d und 
der Fuchs'schen Zetagruppe ®^ oder kurz zu den Gruppen ^ und 
@ gehört. 

Ehe wir S\xf den Existenzbeweis für diese Functionen bei be- 
liebiger Wahl der mit -ö" isomorphen Zetagruppe eingehen, mögen 
noch einige Eigenschaften der Systeme Fuchs'scher Zetafunctionen 
hervorgehoben werden, die eine unmittelbare Folge ihrer Definition 
sind. 

Zunächst ist evident, dass die in den Nummern 350, 351 betrach- 
teten Fundamentalintegrale Viy ' ' ' y^ ^^^ linearen DifferentialgleichuDg 
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<3er Fuchs'schen Glasse (1), aufgefasst als Functionen des Integral- 
quotienten fi der Differentialgleichung (2 a), ein System Fuchs 'scher 
Zetafunctionen bilden, für welches die zugehörige Fuchs 'sehe Gruppe d* 
xind die Zetagruppe @ durch die projective beziehungsweise homogene 
!Monodromiegruppe der Differentialgleichungen (2 a) beziehungsweise (1) 
gegeben werden. Ebenso bilden aber auch die Elemente eines dem 
{y.] entsprechenden Fundamentalsystems einer beliebigen mit (1) zu der- 
selben Art gehörigen linearen Differentialgleichung ein System zu den 
Gruppen ^^ © gehöriger Fuchs 'scher Zetafunctionen. 

Diese letztere Bemerkung gestattet eine ümkehrung, die wir 
gleich für ein beliebiges System Fuchs'scher Zetafunctionen beweisen 
wollen. 

Sei x = f(ri) eine zu der vorgelegten Fuchs 'sehen Gruppe %• ge- 
hörige Fuchs 'sehe Function, die innerhalb des Fundamentalbereiches 
F^ von <^ jeden Werth nur ein einziges Mal annimmt, und sei 

ein System Fuchs'scher Zetafunctionen, welches zu den Gruppen d und 
G gehört. Betrachten wir die [yj als Functionen von x^ so haben 
wir uns zuvörderst die Abbildung des Fundamentalbereiches F^ auf die 
a;-Ebene zu construiren. 

Wir denken uns der Einfachheit wegen den Fundamentalbereich 
F^ von vornherein so gewählt, dass er in Bezug auf die Anordnung 
seiner Ecken und Seiten von derselben Beschaffenheit sei, wie der 
in der Nr. 211 (Bd. II, 1, S. 320) betrachtete Bereich F^ (vergl. Nr. 304, 
S. 169 ff.) und behalten für die Ecken und Seiten von F^ auch die ge- 
wohnten Bezeichnungen bei. Wenn dann 

lim f{ri) = a^ (x=i, 2, • • • a) , 

lim f{7i) == lim f{ri) = a^^^ (x=i, 2, • o- 1) 
gesetzt wird, so sind die 

die singulären Punkte der linearen Differentialgleichung 

(U) ^^q(x)u, 

aus der dib Fuchs 'sehe Function x = f(ri) durch Inversion des Inte- 
gnJquotienten entspringt. 

Lassen wir iy die Begrenzung von F^ im positiven Sinne durch- 
laufen, so beschreibt x in seiner Ebene ein Liniensystem 
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welches den Punkt ,, mit den Punkten a, , «,,••• a verbindet 
(vergl. Nr. 215, Bd. II, 1, S. 340, insbesondere Fig. 9), und die durct 
dieses Liniensystem zerschnittene :z;-Ebene T ist die eindeutig conforme 
Abbildung des Fundamentalbereiches F^. 

Wenn x den Querschnitt l^ so überschreitet, dass es vom posi- 
tiven Ufer nach dem negativen Ufer übergeht, so erfahrt r^ die Sub- 
stitution A^rj der Gruppe -ö-, die die Seite s^ von jF^^ in die Seite s^ 
verwandelt; die [yj aufgefasst als Functionen von x erfahren also die- 
jenige Substitution A^ der Gruppe ©, die der Substitution A^ von ^ 
vermöge des zwischen 0* und & bestehenden Isomorphismus entspricht. 
Allgemein erfahren die [yj, wenn x irgend einen geschlossenen W^ U 
in seiner Ebene beschreibt, diejenige Substitution T^ der Gruppe 0, 
die der Substitution S^rj von d* entspricht, welche rj durch den Um- 
lauf U erleidet. Innerhalb T sind die [yj eindeutige Functionen 
von X, 

Da die [yj eine lineare homogene Substitution erfahren, wenn 
rj von Fq nach einem anderen der mit F^ vermöge der Substitutionen 
von d" congruenten Bereiche übei^eht, so entspricht im Allgemeinen 
jeder innerhalb des Einheitskreises der iy- Ebene gelegenen Unendlich- 
keitsstelle der [yj eine Unendlichkeitsstelle von derselben Ordnung 
innerhalb F^, und da femer die [yj als Functionen von 17 in der 
Umgebung jeder Stelle, die im Innern des Einheitskreises liegt, das 
Verhalten rationaler Functionen zeigen, so können dieselben im Innern 
des Fundamentalbereiches F^ jedenfalls nur an einer endlichen Anzahl 
von Stellen von endlicher ganzzahliger Ordnung unendlich werden. Seien 
die diesen Unendlichkeitsstellen entsprechenden x-Wertii^ 

so befinden sich diese innerhalb der Fläche T, und die [yj verhalten 
sich an jeder von den &i > • • • 6^ verschiedenen und im Innern von 
T gelegenen Stelle regulär, während sie für 

wie rationale Functionen unendlich werden, indem ja 1} in der Um- 
gebung einer solchen Stelle h^ nach positiven ganzen Potenzen von 
X — 6^ entwickelbar ist. 

Das Verhalten der [yj in der Umgebung der Stellen 

«17 ög; ••• %7 %^i 
der :z:- Ebene ergiebt sich aus den in Bezug auf das Verhalten der 
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Fuchs 'sehen Zetafunctionen in der Nähe von Ecken des Fundamental- 
bereiches Fq und der mit F^ congruenten Bereiche getroffenen Fest- 
setzungen durch XJmkehrung der in der Nr. 351 (S. 334 ff.) angewandten 
Sehlussweise. Man findet so ohne Weiteres^ dass die Stellen a^ für 
die [yj keine Punkte der Unbestimmtheit sind. Wir haben also das 
Resultat: 

Das System Fuchs'scher Zetafunctionen [yj aufgefasst als 
Functionen von x^=f(rf) hat die Eigenschaft, dass 

1) die \y.] innerhalb der Fläche T eindeutig sind und 
nur an einer endlichen Anzahl von Stellen von endlicher 
ganzzahliger Ordnung unendlich werden, 

2) die Verzweigungspunkte der [yj unter den Punkten 

enthalten sind, 

3) wenn x die Querschnitte l^ der Fläche T überschreitet, 
die [yj die linearen Substitutionen A^(x=i, 8,-a) erleiden, 

und umgekehrt ist jedes System von n Functionen der 
Variabein x^ welches diese drei Eigenschaften besitzt, ein 
System Fuchs'scher Zetafunctionen von iy, das zu den Grup- 
pen -ö", ® gehört. 

Hieraus folgt sofort, dass die Ableitungen jeder Ordnung der [yj 
nach X ebenfalls ein System Fuchs'scher Zetafunctionen bilden, das 
zu den Gruppen d' und & gehört, und dass das Gleiche von jedem 
Functionssysteme gilt, welches durch Gleichungen von der Form 

(A) F,t,,+ F,^ + . . . -\- F^^ (*=..«..») 

definirt wird, wo p eine beliebige ganze Zahl, F^, F^y • - - F Fuchs'- 
sche Functionen von ij, also rationale Functionen von x bedeuten. 



354. Besiehungen zwischen Systemen Fuohs'scher Zetafunctionen, 

die zu denselben Gruppen gehören. 

Betrachten wir allgemein (n -|- 1) Systeme zu den Gruppen d; S 
gehöriger Fuchs'scher Zetafunctionen 

yiiJ ^18^ '-yin> 



yn-|-l,i; Vn+l^if ' ' ' ^n+l, 
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und definiren die n Functionen g?^, 9>i9 ' * ' 9n+i ^^^^ ^^^ System 
linearer Gleichungen 

(III) fPi^n-f- 92^2.+ • • • + <P«+i!/«+i,.= (••=1,2,-), 

so sind die y^, y^, ••• 9>„_|_i proportional den aus dem rechteckigen 
Systeme 

(*) (y^.) (x = l,2,...n + l; t=l,2,...n) 

gebildeten Determinanten n-ter Ordnung, falls das System (ß) vom 
Range n ist. — Wenn x den Querschnitt l^ überschreitet, so erfahrt 
jedes der Systeme 

Vxi' yx2> ' ' ' y^n 

die Substitution A^, jede der erwähnten (n -(- 1) Determinanten mul- 
tiplicirt sich folglich mit der Determinante | A^ | dieser Substitution. 
Die n Quotienten dieser Determinanten sind also in der unzerschnittenen 
a;- Ebene eindeutige Functionen von x, und da diese Functionen ebenso- 
wenig wie die [y^J selbst Unbestimmtheitsstellen darbieten können, 
sind sie rationale Functionen von x und demnach Fuchs'sche Func- 
tionen von ri. Die durch die Gleichungen (I) definirten Functionen 

^u ^2> •" 9n+l 

sind also proportional gewissen wohlbestimmten rationalen Functionen 
von Xy d. h. wir haben den Satz: 

1) Je (n + 1) Systeme zu den Gruppen d" und gehöriger 
Fuchs'scher Zetafunctionen von rj befriedigen eine homogene 
lineare Beziehung von der Form (III), deren Goefficienten 
Fuchs'sche Functionen von ly sind. 

Falls das System (d) von niedrigerem als dem n-ten Bange ist, 
befriedigen die Functionssysteme nicht eine, sondern mehrere von 
einander unabhängige Beziehungen von der angegebenen Art. 

Aus diesem Satze ziehen wir nun zwei wichtige Folgerungen (vergl. 
die ähnlichen Betrachtungen in den Nummern 163, 222, Bd. 11, 1). 

Zuvörderst betrachten wir das System [t/J Fuchs 'scher Zetafunc- 
tionen und die Systeme der Ableitungen 1, 2, • • • n-ter Ordnung dieser 
Functionen nach x. Wenn dann, wie wir offenbar voraussetzen dürfen^ 
zwischen den [y^] keine lineare homogene Relation mit constanten Goef- 
ficienten besteht, so ist (Nr. 14, Bd. I, S. 38) die Determinante 



d. h. wir haben in den 



4=0 (.•,x = l,2,-..n), 
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<dstr/ 

(n + 1) Systeme zu den Gruppen d" und © gehöriger Zetafunctionen, 
die ein rechteckiges System yom Range w bilden. Diese Systeme be- 
friedigen demnach eine homogene lineare Relation mit in x rationalen 
Coefficienten, und zwar ist der Goefficient der n-ten Ableitung zufolge 
der Ungleichung (s) von Null verschieden. Hieraus folgt mit Rück- 
sicht auf die oben gefundenen Eigenschaften der [y^.] der Satz: 

2) Betrachtet man ein System Fuchs'scherZetafunctionen^ 
welches zu den Gruppen -9" und @ gehört, als Functionen einer 
zu der Gruppe %^ gehörigen Fuchs'schen Function, die inner- 
halb des Fundamentalbereiches jeden Werth nur ein einziges 
Mal annimmt, so constituiren diese Functionen ein Funda- 
mentalsystem einer linearen homogenen Differentialglei- 
chung M-ter Ordnung der Fuchs*schen Glasse, die nebst den 
Werthen 

»1. «2; '•• Öt^; «a + l^ 

die den Ecken des Fundamentalbereiches der Gruppe %^ ent- 
sprechen, nur noch ausserwesentlich singulare Stellen oder 
solche wesentlich singulare Stellen besitzen kann, wo die Inte- 
grale wie rationale Functionen unendlich werden. Die Mono- 
dromiegruppe dieser Differentialgleichung ist die Gruppe ®, 
Bedeutet [ZJ ein beliebiges System zu den Gruppen -O* und S 
gehöriger Zetafunctionen, so folgt durch Zusammenstellung dieses 
Systems mit den n Systemen 



ds^ 



(x = 0,l,- .«-l; < = l,8,.n) 



und mit Rücksicht auf den Satz 1) oder auch direct aus den Ergeb- 
nissen der Nummern 163, 165 (Bd. II, 1) und dem Satze 2) der Satz: 

3) Systeme Fuchs'scher Zetafunctionen, die zu denselben 
Gruppen -Ö", @ gehören, befriedigen als Functionen ron x=f(tf) 
aufgefasst, Differentialgleichungen derselben Art, 

oder mit anderen Worten: 

Jedes System zu den Gruppen -9", S gehöriger Fuchs'- 
scher Zetafunctionen ist durch ein solches System [y^ in der 
Form (A) darstellbar, wo die Zahljp<n ist. 



Zweites Kapitel. 

355. Einfiihmng der Beihen g und allgemeine Eigensehaften 

deraelben. 

Wir wenden uns nun zum Beweise der Existenz eines Systems 
Fuch Bischer Zetafunctionen, welches zu den gegebenen Gruppen ^ und 
© gehört. 

Es mögen durch 

die Substitutionen der Gruppe d" und durch 

T^=(a^"j) (.==0,1,2,...) 

(^x=l,2, ...n) 

die entsprechenden Substitutionen der mit d' isomorphen Gruppe 8 
bezeichnet werden. Es werde femer vorausgesetzt^ dass die Substitu- 
tionen der Gruppe unimodulare seien^ was offenbar keine wesent- 
liche Beschränkung der Allgemeinheit involvirt. 

Die zu T^ inverse Substitution von lautet dann (vergl. Nr. 30, 
Bd. I, S. 94) 

(*,x = l, 2,. ••>»), 

WO Ä^*l die zu dem Elemente a^^] gehörige Subdeterminante der Deter- 
minante 

i«rii=i 

(f,x«l,2,...n) 

bedeutet. 

Wenn wir die Substitution T^ auf ein System von n Grössen 

anwenden^ so bezeichnen wir den Ausdruck^ in den sich y^ verwandelt, 
durch 
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n 

und betrachten nun n rationale Functionen von rj 

Mit Hülfe dieser Fanctionen bilden wir das System ron n Reihen 



(1) uv)=2^'^i(sM-äT) ('=M. «), 

ysssO 

Tvo m eine positive ganze Zahl grosser als Eins bedeutet, dann be- 
sitzen diese Reihen, ihre unbedingte Convergenz vorausgesetzt, 
die folgenden Eigenschaften. 

untersuchen wir zunächst die Aenderungen, die die Reihen ^. er- 
fahren, wenn auf tj eine Substitution S der Gruppe d" angewandt wird. 
Die Gesammtheit der Substitutionen 

ist mit der Gruppe ^, die Gesammtheit der Substitutionen 

T^T^ (.=0,1.2,...) 

mit der Gruppe identisch; da femer 

(TT* \ — 1 ^^ m — 1 m — 1 

\ V ft,) fl V 

ist, so können wir die Reihe |^ in die Form 

(2) Un) -2^'T:^s,{8ß^n) (-^) 

setzen. 

Wenden wir in (1) auf ri die Substitution S an, so ergiebt sich 

wir erhalten also durch Vergleichung mit (2) 

woraus sich 

(3) 5.(S,,) = (5^)'"r^|,(,) 

ergiebt. Diese Gleichung lehrt also, dass sich die ^^.(i^) bei Anwen- 
dung der Substitution 8 von %• auf i^ mit dem Factor 



m 
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(ä^) = (y.^ + ^)' 



multipliciren und überdies die der Substitution S von -9" entsprechende 
Substitution T der Gruppe ® erfahren. 

Aehnlich wie bei den Thetareihen (Nr. 314, S. 210flF.) kommen wir 
zu Ausdrücken, deren Verhalten gegenüber den Substitutionen der 
Gruppe d' ein übersichtlicheres ist, wenn wir von den Reihen S,. (17) zu 
homogenen Ausdrücken des Grades ( — 2m) zweier Grössen u^, u^ 
übergehen, als deren Quotient 



= !?! 



die Variable r^ aufgefasst werden kann. Betrachten wir z. B. die zu 

der Gruppe ^ gehörige Fuchs'sche Function x = f{ri), die innerhalb 

des Fundamentalbereiches F^ von -9" jeden Werth nur ein einziges Mal 

annimmt, so sind 

1 fax i/dx 

die Elemente eines Fundamentalsystems der Differentialgleichung (II) 
(Nr. 353, S. 341) die (vergl. Nr. 314, S. 210) sich in 



(4) 






verwandeln, wenn 17 die Substitution S^ der Gruppe %• erfährt. Die 
homogenen Substitutionen (4) constituiren eine mit -Ö* isomorphe Gruppe f, 
wir behalten für die Substitutionen von t die Bezeichnung S^ bei, da 
es bei den folgenden XJeberlegungen auf das +, durch welches die 
homogene Substitution sich von der projectiven unterscheidet, nicht 
ankömmt. 

Multipliciren wir die rationalen Functionen 

mit «7 > wodurch dieselben in homogene Functionen (Formen) des 
Grades ( — 2w) in den u^ , u^ 

»r *"'-Si('?) = 9i («1 , «,) (' = 1. «. • • • «) 
abergehen, so ist offenbar 

und folglich sind die Reihen 
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00 

(5) Z,(«„ «,) = ^37V,(S,«i, S^u,) = u-'%(ri) 

(.•=1,8,..») 

ebenfalls homogene Functionen oder Formen des Grades ( — 2w) 
der Mj, Wj. 

Wenn nun die w^, u^ die Substitution 8 der mit der projectiven 
Gruppe -^ isomorphen homogenen Gruppe t erfahren, so verwandelt 
sich Z.{u^j ttj) in 

(6) Z.iS^u^, S^u,) = i;Z.(w„ ti,) (.=1,2,...»), 

d. h. die Z. (u^ , u^ werden durch die entsprechende Substitution der 
Gruppe © transformirt und bilden folglich, die unbedingte Convergenz 
der Reihen (5) vorausgesetzt, ein Functionssjstem von i;, welches in 
Bezug auf die Gruppen -ö- und ein ähnliches Verhalten zeigt, wie 
es für die Systeme der zu diesen Gruppen gehörigen Fuchs 'sehen 
Zetafunctionen gefordert wurde. Dabei können die in den Reihen (5) 
auftretenden 7,.(ti^, u^) offenbar ganz beliebige rationale homogene 
Functionen ( — 2i»)-ten Grades der w^, u^ bedeuten. 



356. Ansats sum Convergenzbeweise im Falle, wo keine 
parabolischen Substitutionen vorhanden sind. 

Wir gehen nun an die Untersuchung der Convergenz der Reihen (5) 
beziehungsweise (1). 

In mehr expliciter Form lauten die Reihen (1) wie folgt: 



— (;=i,8, -i.). 

)2m 



Da sich (vergl. Nr. 305, S. 176) für die Ausdrücke 

eine obere Grenze angeben lässt, vorausgesetzt, dass (vergl. a. a. 0. 
S. 175) die rationalen Functionen H.{ri) an keiner auf der Peripherie 
des Einheitskreises gelegenen Stelle unendlich werden, und dass n] weder 
eine ünendlichkeitsstelle dieser n rationalen Functionen ist, noch mit 
einer solchen vermöge der Substitutionen der Gruppe ^ correspondirt, 
so hängt die unbedingte Convergenz der Reihen (la) wesentlich von 
der Convergenz der n Reihen 
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00 



Ä\ 



(") 






(y.i + «J 



(f,«— 1,«,- •■«) 



(7) ^.x=Z 

ab. 

Wir setzen jetzt voraus, dass die Fuchs'sche Gruppe ^ so 
beschaffen ist, dass ihr Fundamentalbereich F^ keine para- 
bolischen Ecken enthält, so dass also die Winkelsummen bei 
den Ecken, die einen Cyklus bilden, nicht gleich Null, son- 
dern gleich 

2ff 

(X«1,«,-.(J+1) 

sind, wo die g^ endliche positive ganze Zahlen bedeuten. Bezeichnen 
wir wie gewöhnlich mit Ä^, A^, - - - Ä^ die Substitutionen, die die 
congruenten Seitenpaare 5^, s^' (x=i,2, -a) von Fq in einander trans- 
formiren, dann sind diese 6 Substitutionen elliptische und bilden mit 
ihren inversen eine Basis der Gruppe ^. Jede Substitution von ^ ist 
in der Form 

darstellbar, wo die i., K, " - i Zahlen der Reihe 1, 2, • • • <y, die 

positive oder negative ganze Zahlen bedeuten. 
Zufolge der Relationen 

(9) <*=1 («=!.«. ••<') 

kann jede Substitution S^ auf unendlich verschiedene Arten in der 
Form (8) dargestellt werden, es wird aber unter diesen Darstellungen 
eine (eventuell auch mehrere) geben, für welche die Summe der ab- 
soluten Beträge der Zahlen l^ den kleinsten möglichen Werth erhalt^ 
wir setzen dann diese Summe 

(10) ^UJ = IndS, 

und nennen sie den Index der Substitution 8 . 

Sei fj z. B. ein innerhalb des Fundamentalbereiches F^ gelegener 
Werth, und denken wir uns den Punkt S^rj, der aus rj durch die Sub- 
stitution S^ von 0" hervorgeht, mit dem Punkte ly = 0, den wir als 
innerhalb von F^ gelegen voraussetzen wollen, durch eine gerade Linie 
verbunden. — Dann entspricht dieser geraden Linie auf der Flache 
vom Constanten Erümmungsmaasse — 1 eine geodätische Linie; die 
superficielle Länge der geradlinigen Strecke von bis S^rj ist demnach 
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nichts Anderes wie der geodätische Abstand der diesen beiden Punkten 
entsprechenden Punkte auf der Fläche vom constanten Krümmungs- 
maasse — 1, also übereinstimmend mit der in der Nr. 308 (S. 186) 
mit t' bezeichneten Grösse. Wir haben folglich nach Gleichung (26) 
der erwähnten Nummer 



r 



' = logj^ 



\^v^ 



Die geradlinige Verbindungslinie der Punkte und /S^ iy wird eine 
gewisse Anzahl der mit F^ congruenten Bereiche F der zu der Gruppe 
%^ gehörigen Theilung durchqueren^ und diese Anzahl 'S kann offenbar 
nicht kleiner sein^ wie der Index der Substitution S^, Zwischen der 
Zahl S und dem geodätischen Abstände r' des Punktes £(^17 yom Null- 
punkte der 17 -Ebene besteht nun eine Beziehung^ die sich am Einfach- 
sten herleiten lässt, wenn man sich des in der Nr. 287 (S. 108) beim 
BiBContinuitätsbeweise angewandten Verfahrens bedient. 

Betrachten wir die S Theile, in welche die geradlinige Strecke 

(0, S^ti) durch die von ihr durchschnittenen Seiten der Bereiche F 

zetfällt wird^ so sind zunächst die superficiellen Längen derjenigen 

TheilC; die keine Ecken umspannen (vergl. a. a. 0.), endliche und von 

Null verschiedene Grossen^ die nicht unter eine angebbare Grenze K 

herabsinken können. Die Anzahl dieser Theile unserer Strecke ist also 

jedenfalls kleiner wie 

r' 

■ ■■■ - • 

K 

Solcher Theile der geradlinigen Strecke, die aufeinander folgen und eine 
und dieselbe Ecke umspannen, kann es, da alle Ecken Doppelpunkte 
elliptischer Substitutionen sind, höchstens h geben, wo A die grösste 
unter den positiven ganzen Zahlen 

bedeutet. Der Uebergang von aufeinander folgenden Theilen, die eine 
bestimmte Ecke umspannen, zu aufeinander folgenden Theilen, die eine 
andere Ecke umspannen, erfolgt nothwendig durch ein Stück, welches 
selbst keine Ecke umspannt, aber durch die Vereinigung zweier 
aufeinander folgender und verschiedene Ecken umspannender Theile ent- 
steht (vergl. die Fig. 24, S. 109). Die superficieUe Länge eines sol- 
chen Verbindungsstückes bleibt stets oberhalb einer gewissen angeb- 
baren Grenze Kj die Anzahl solcher Stücke kann denmach nicht grösser 
sein, wie 
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Folglich ist die Gesammtzahl aller Theile unserer Strecke 

Die Zahl^ die den Factor von r' auf der rechten Seite dieser Un- 
gleichung bildet, ist eine feste von v unabhängige Grösse; wir bezeich- 
nen dieselbe durch a. Dann ist also zufolge einer oben gemachten 
Bemerkung 

(11) Ind 5^<r'a. 

357. Oonvergensbeweis im Falle, wo keine parabolisdlien 
Substitutionen vorhanden sind. Divergens der Beihen im 

allgemeinen Falle. 

Seien A^ diejenigen Substitutionen der Gruppe ö, die vermöge 
des zwischen den Gruppen «9^ und bestehenden Isomorphismus den 
Substitutionen A^ von -ö* entsprechen. Dann ist offenbar die der Sub- 
stitution S^ von d" entsprechende Substitution T^ von B in der der 
Gleichung (10) entsprechenden Form 

(12) T = A^A^« . . . A^/* 

darstellbar; wenn der zwischen d', @ bestehende Isomorphismus kein 
holoedrischer ist, so gestattet die Darstellung (12) von T^ eventuell 
noch eine Beduction auf eine Form, wo die Summe der absoluten Be- 
träge der Exponenten kleiner ist wie Ind S^,. Aus (12) folgt fär die 
zu T^ inverse Substitution 

(12a) 17' = Ar^'* A7V-1 . . . A7^i ; 

die Coefficienten A^^l dieser Substitution treten in den Reihen (7) mit 
Ausdrücken multiplicirt auf, die nur noch von der Substitution S^ 
abhängen. Wir wollen darum versuchen, für die absoluten Betrage der 
Ä^!'^ eine obere Grenze aufzufinden. 

Betrachten wir die Coefficienten der Substitutionen 

\> Ajj, ..• A^ 

und ihrer inversen, so lässt sich jedenfalls eine positive Zahl M an- 
geben, die nicht kleiner ist, wie der absolute Betrag irgend eines dieser 
2n^6 Coefficienten. Die Coefficienten einer Substitution, die aus zwei 
Substitutionen Ar\ A-^ componirt ist, sind Summen von n Gliedern, 
deren jedes ein Product von einem Coefficienten der einen in einen 
Coefficienten der anderen Substitution ist; der absolute Betrag eines 
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solchen Coefficienten ist demnach nicht grösser wie n^ , Schliesst 
man so weiter, so erkennt man, dass für die in der Form (12a) dar- 
gestellte Substitution T~^ der absolute Betrag jedes Coefficienten der 
Ungleichung 

l4xl^(«-M)'°'''''' 
QenQge leistet. Wir haben also mit Rücksicht auf (11) 
(13) 



^Z\<^ 



r' a • log nM 



Nun ist nach Gleichung (27) der Nr. 308 (S. 186) 



» TT 

<-, ^. <Ke 



— r 



wo K eine von v unabhängige, nur von [i^l abhängende Grösse be- 
deutet, und folglich 






rvn+9. 



2m — 4 



<e 



r' [a-log nM — n«-|-8] jrm — 2 



Wählen wir die ganze positive Zahl m so gross, dass 



(14) 

so ergiebt sich 

die Reihe 



m — 2 > a • log n 3f , 



Ä 



ix 



r^n + *, 



2in 



<K 



m — 2 



Yt'^ + K 



00 

y=0 



7yn + ^y 



ist aber, wie in der Theorie der Fuchs 'sehen Thetafunctionen bewiesen 
wurde (Nr. 306, S. 181, Nr. 308, S. 187) convergent, wir haben also 
die Convergenz der Reihen (7) für Werthe von w, die die Un- 
gleichung (14) befriedigen, bewiesen, und hieraus folgt für 
ebensolche Werthe von m die unbedingte Convergenz der 
Reihen l^ij). 

Wir bemerken, dass die für die Zahl m gefundene Beschränkung 
(14) im Allgemeinen keine noth wendige ist; da es uns aber im Wesent- 
lichen nur auf einen Existenzbeweis ankömmt, so genügt es, die Con- 
vergenz der Reihen i^(yi) f&r gewisse wohlcharakterisirte Werthe von 
m dargethan zu haben. 

Wir wenden uns nun zu dem Falle, wo unter den Fundamental- 
substitutionen 

der Fuchs'schen Gruppe d" parabolische Substitutionen enthalten sind. 

Sohlesinger, DifFerentialgleiohangen. n, 2. 23 
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ZuTÖrderst ist leicht einzusehen, dass in diesem Falle die Keihefn 
5,- iv) } wenn die Gruppe & keinen weiteren Beschränkungen unterworfen 
wird^ nicht unbedingt convergent sein können. 

In der That sei etwa 

(15) z^-i -^, + y 

eine der parabolischen Substitutionen unter den A^ in der canonischen 
Form. Dann können wir uns die Gruppe ® so transformirt denken^ 
dass die der Substitution A von d^ entsprechende Substitution A in 
der canonischen Form (vergl. Nr. 37, Bd. I, S. 127) 

erscheint; wir nehmen femer der Einfachheit wegen an, dass die «^_, 
sämmtlich gleich Null sind, so dass also 



A = 



»»1 


• 


•• 





fHa ' 


•• 





• m 

• 


• 



ist. 

Sondern wir aus der Reihe ^^.(i?) diejenigen Glieder aus, die sich 
auf die positiven und negativen Potenzen der Substitution A beziehen, 
so lautet das Aggregat dieser Glieder 



+ 21 ^, ,. \in 

oder da nach (15) 



•'T'B.iM^T' 



^-n + (,-j)j,r* 



ist, 



(16) ^nC'H, (~-i + qy)[i+qy(ri- A)]"'", 



wo 



s,{^^ = mn) 



gesetzt wurde. Die Reihe (16) hat also die Form 
(17) 



yy(g) 



9«- 00 ^h 



wo g>{q) den Algorithmus einer rationalen Function von q bedeutet. 
Nun ist für | w. | > 1 der Grenzwerth des Gliederquotienten der 
Reihe 
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00 



2^<9(— ff), 

für I w J < 1 der Grenzwerth des Oliederquotienten der Reihe 



00 



dem absoluten Betrage nach grösser wie Eins, die Reihe (17) ist folg- 
lich, wenn 

ist, jedenfalls divergent. Da die m. nichts Anderes sind, wie die Wur- 
zeln der zn der Substitution A gehörigen Fundamentalgleichung, so 
haben wir den Satz: 

Wenn die Fuchs'sche Gruppe %> parabolische Substitu- 
tionen enthält, so sind die Reihen 1^(17) jedenfalls nicht un- 
bedingt convergent, sofern die Wurzeln der Fundamental- 
gleichungen, die zu den diesen parabolischen Substitutionen 
entsprechenden Substitutionen der Gruppe gehören, von 
Eins verschiedene absolute Beträge besitzen. 

358. AnBats zum OonYergenzbewelBe im Falle wo parabolisohe 

Substitationen vorhanden sind. 

Wenn unter den Substitutionen 

parabolische enthalten sind, so werden wir mit Rücksicht auf den eben 
bewiesenen Satz nur dann in eine Untersuchung der unbedingten Con- 
Tergenz der Reihen ^. (rf) einzutreten haben, wenn die den parabolischen 
Substitutionen der Gruppe d" entsprechenden Substitutionen der Gruppe 
so beschaffen sind, dass die absoluten Beträge der Wurzeln der zu 
ihnen gehörigen Fundamentalgleichungen den Werth Eins besitzen. 
In diesem Falle lässt sich aber auch zeigen, dass die Reihen ^,.(17) fär 
hinreichend grosse Werthe von m allemal unbedingt convergent sind. 
Die Voraussetzung, dass alle Substitutionen von Ö, die paraboli- 
schen Substitutionen von d' entsprechen, Fundamentalgleichungen be- 
sitzen, deren Wurzeln dem absoluten Betrage nach gleich Eins sind, 
lässt sich durch die einfachere ersetzen, dass diese Bedingung für die- 
jenigen Substitutionen von & erfüllt sei, die den paraboUschen unter 
den Substitutionen 

23* 
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von d" entsprechen. Denn jede parabolische Substitution von 0* geht, 
wie wir wissen, aus einer Potenz der unter den A^, A^y • • - A^_^^ 
enthaltenen parabolischen Substitutionen durch Transformation mittelst 
einer Substitution von %' hervor; eine Substitution von ®, die einer 
parabolischen Substitution von %' entspricht, entsteht also aus einer 
Potenz einer derjenigen Substitutionen, die den parabolischen unter den 

entsprechen, durch Transformation mittelst einer Substitution von S-^ 
Substitutionen, die durch Transformation aus einander hervorgehen^ 
haben aber dieselbe Fundamentalgleichung, und die Wurzeln der Fun- 
damentalgleichung einer Substitution T^ sind die |)-ten Potenzen der 
Wurzeln der Fundamentalgleichung der Substitution T. 

Ohne dadurch die Allgemeinheit zu beschränken können wir vor- 
aussetzen, dass die zu dem (T-gliedrigen Eckencyklus des Fundamental- 
bereiches F^ gehörige Fundamentalsubstitution A^,^ von %' keine para- 
bolische sei; es lässt sich das nämlich, wenn unter den Zahlen 

wenigstens eine endliche vorhanden ist, durch einfache Yertauschung 
der Reihenfolge und damit verbundene erlaubte Abänderung von -F^ 
erreichen; falls jedoch alle g^ unendlich gross sein sollten, hat man 
nur einen scheinbaren (ö + l)-gliedrigen Eckencyklus mit der Winkel- 
summe 2;r einzuschalten, demselben die identische Substitution 1 zuzu- 
ordnen, um dann F^ durch erlaubte Abänderung so umgestalten zu 
können, dass die den 6 -{- 1 parabolischen Substitutionen 

entsprechenden Ecken eingliedrige Gykeln bilden. 

Wir betrachten wieder wie im Falle, wo keine parabolische Sub- 
stitution vorhanden war, einen innerhalb des Fundamentalbereiches F^ 
gelegenen i^-Werth, und die geradlinige Verbindungslinie des ebenfalls 
innerhalb jP^, gelegenen Nullpunktes der i^- Ebene mit dem Punkte S^t/. 
Die superficieUe Länge der geradlinigen zwischen und S^t^ gelegenen 
Strecke bezeichnen wir wie oben mit r\ Die gerade Linie (0, S^rf) 
möge den Bereich F^ in einem Punkte der Seite s^ verlassen, dann in 

einen der mit F^ congruenten Bereiche eintreten, diesen in einem 
Punkte der der Seite s^ von F^ entsprechenden Seite verlassen u. s.w.; 

endlich möge die von dieser Geraden durchschnittene Seite des letzten 
Bereiches, welchen dieselbe noch verlässt, der Seite 5 von JPl ent- 
sprechen. Dabei bedeuten 
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Zahlen der Reihe + 1, + 2, • • • + <^? ^^^ f^r ein positives A wurde 

Ä ^ an Stelle von s/ geschrieben. 

Die Substitution S^fi ist dann offenbar in der Form 

8^=AÄ^ ... ^ 
darstellbar, wo wieder für ein positives k 

zu nehmen ist. Indem wir gleiche und aufeinander folgende unter den 
-4.^ , A^ y ' ' ' Ä^ zusammenfassen, erhalten wir für 8^ die Darstellung 

(18) S,-^A]'A^ ■■' A^, 

WO die fj, ij, • • • i, Zahlen der Reihe +1, i 2> ' * * i ^; ^® 

Aj, Ag, . ■ • A^ 

positive ganze Zahlen bedeuten. 

Wir denken uns nun um jede Ecke von F^ einen kleinen Ereis von 
folgender Beschaffenheit beschrieben. Für eine Ecke A, die Doppel- 
punkt einer elliptischen Substitution ist, sei der betreffende Ereis der 
geometrische Ort aller Punkte, die von A einen gewissen constanten 
(auf der Fläche vom constanten Krümmungsmaasse — 1 gemessenen) 
geodätischen Abstand haben, für eine Ecke, die Doppelpunkt einer 
parabolischen Substitution ist, möge der betreffende Ereis den Einheits- 
kreis in dieser Ecke berühren. Die so construirten Ereise, die offenbar 
nichts anderes sind wie Bahncurven (vgl. Nr. 200, Bd. II, 1, S. 271) 
derjenigen Substitution, um deren Doppelpunkt dieselben beschrieben 
sind, bilden wir nun durch alle Substitutionen der Fuchs'schen Gruppe 
d- ab, dann erscheint jede Ecke der dieser Gruppe entsprechenden Thei- 
lung mit einem solchen Ereise umgeben, und zwar sind die um cor- 
respondirende Ecken beschriebenen Ereise im Sinne der in der Nr. 285 
(S. 101) eingeführten Terminologie einander congruent. Wir können 
die gedachten Ereise so klein wählen, dass dieselben sich gegenseitig 
ausschliessen; die superficielle Länge einer Linie, die zwei auf den 
Peripherien zweier verschiedener dieser Ereise gelegene Punkte mit 
einander verbindet, kann dann nicht unter eine gewisse angebbare 
Grenze l herabsinken. 

Die gerade Linie (0, S^ri) wird im Allgemeinen eine gewisse Anzahl 
dieser kleinen Ereise durchqueren; diese Anzahl ist aber keinesfalls 
grösser wie 

7' 
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Wir sondern nun die Substitutionen^ die in dem Ausdrucke (!>• 
auftreten, in zwei Kategorien. In die erste Kategorie gehören die- 
jenigen, die Durchquerungen von Seiten der Bereiche unserer Theilnng 
durch die gerade Linie (0, S^r^) entsprechen, die entweder ausserhalb 
der kleinen Kreise oder innerhalb Yon solchen dieser Kreise er- 
folgen, die um Doppelpunkte elliptischer Substitutionen beschrieben 
sind. Der zweiten Kategorie werden jene Substitutionen zugezahlt, 
die Durchquerungen entsprechen, die innerhalb von kleinen Kreisen 
erfolgen, die um Doppelpunkte parabolischer Substitutionen beschrieben 
wurden. 

Betrachten wir einen dieser letzteren kleinen Kreise (£, und sei l 
der auf demselben befindliche parabolische Doppelpunkt. Dann münden 
offenbar alle Seiten der Theilung, die von (S getroffen werden, in dem 
Punkte l und gehen demnach (da die parabolischen Eckencjkeln als 
eingliedrige vorausgesetzt wurden) aus einer dieser Seiten durch An- 
wendung von Potenzen einer parabolischen Substitution der Gruppe ^ 
mit dem Doppelpunkte k hervor. Wenn also die Gerade (0, S^rj) etwa 
3t^ solcher Seiten innerhalb (£ durchquert, so entspricht diesen Dorch- 
querungen eine in dem Ausdrucke (18) auftretende Substitution 

wo B^ eine der parabolischen unter den Substitutionen -4^, J.^, •••^^ 
oder deren inversen bedeutet. 

Die Substitutionen der zweiten Kategorie, die in (18) auftreten, 
können also durch 

bezeichnet werden, wo die JB^, JB^, • • • B parabolische unter den Sub- 
stitutionen 

oder deren inversen, die ä^, sr^, • • • ä positive ganze Zahlen bedeuten. 
Die Anzahl q dieser Substitutionen ist offenbar kleiner wie die Anzahl 
aller kleinen Kreise, die die Gerade (0, S^ri) durchqueren kann, wir 
haben also 
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3Ö9. Beatiminnng oberer Grensen für die Summen besiehungsweise 
froduote der Exponenten der Snbstitationen erster und Bweiter 

Kategorie, 

Seien s^, e^y - - - s die Exponenten, zu denen erhoben die Sub- 
stitutionen der ersten Kategorie in dem Ausdrucke (18) auftreten. 
Dann lässt sich für die Summe dieser £^ sofort eine obere Grenze 
angeben. 

Die superficielle Länge einer Curve^ die zwei auf verschiedenen 

Seiten von F^ gelegene Punkte mit einander verbindet, ohne in einen 

der kleinen Kreise einzudringen, bleibt offenbar stets oberhalb einer 

gewissen angebbaren Grenze JT. Die Anzahl der Seiten von Bereichen 

unserer Theilung, die von der geraden Linie (0, S^tf) in Punkten 

Überschlitten werden, die ausserhalb der kleinen Kreise gelegen sind, 

ist demnach nicht grösser wie 

r' 

K 

Die Anzahl der Seiten, die die Gerade (0, S^rf) im Innern eines der 
kleinen eine elliptische Ecke umgebenden Kreises durchqueren kann, 
ist jedenfalls nicht grösser wie die grösste unter den Zahlen g^^ die 
die Periodicität der elliptischen unter den Substitutionen 

angeben; sei diese grösste Zahl gleich h. Dann ist also die Anzahl 

der von unserer Geraden im Innern von kleinen elliptische Ecken 

umgebenden E[reisen überschrittenen Seiten nicht grösser wie 

Ar' 
l 

Nach der Definition der Substitutionen erster E^tegorie haben wir also 

(19) ^^.<r'(i + 7y 

Die Maximalzahl der Durchquerungen, die innerhalb eines E[reises 
S erfolgen können, der um eine parabolische Ecke X beschrieben ist, 
d. h. also der den Einheitskreis in X berührt, ergiebt sich in folgender 
Weise. 

Möge die gerade Linie (0, S^rf) etwa in einem Punkte ^ in (S 
eintreten und bei B aus (£ austreten (der Fall, dass der Punkt S^rj 
sich im Innern von (£, also zwischen A und B befindet, ist nicht aus- 
geschlossen). Betrachten wir dann die in der Ecke k einmündenden 
Seiten, so berühren dieselben einander im Punkte X und schneiden in 
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iro mlv> V ■■ 1> <<> <^ ''^' «ß^^ ^ entspricht der Pcriplierä 
beiUkreivM d/^r ij-EF/ene die reale /-Äie, dem Innern des ^j^"* 
krej»eij d/?r »j-Efiefie die obere ^- Halbebene, dem Kreise (E ein die 
<-Axe beröhrender Kreiif 

wo <t real, /J real pOHJtiv i»t, und endlich der Crenulen (0, 5^15 irr 
ij- Ebene eine gerade Linie Tweil ftr 1^ = fi, ^ = 30 ist), die zor real-^^ 
/ Axe H^iukrcAtht hiaht und den Kreis (21) in den den beiden Ponktö: 
A, li der r/- Ebene entsprechenden Tertical übereinander liegenden 
l^inkt«m mit den Coordinaten 

m;hneidon möge. Es ist dann offenbar 

(a — mJ*— r.f;,. 
Das Rogeneloment 
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ler Fläche vom constanten Erümmungsmaasse — 1 nimmt in den 
oordinaten Uy v die Gestalt an 

Wir finden demnach für die superficielle Länge der geradlinigen Strecke 
von (Mj, Vj) bis (m^, v^) der ^-Ebene, oder was dasselbe heisst, f&r 
die snperficieUe Länge S^ des zwischen den Punkten Ay B gelegenen 
geradlinigen Stückes der 17 -Ebene den Ausdruck 

und für die superficielle Länge N des zwischen denselben Punkten ge- 
legenen Bogens des Kreises (21) 



n 



«»1 

Da nun 

e% _ e-«i = ^ — ^ = 2 ^''Z!^ . ^ 
und 

ist, so folgt 

(22) N<e^^ -6"^ <e^K 

Die Anzahl der Durchquerungen, die innerhalb des kleinen Kreises 
(S^ stattfinden y ist also kleiner wie 

und da diese Anzahl nichts anderes ist, wie der Exponent tc^ in der 
zu diesem Kreise S gehörigen Substitution der zweiten Kategorie JB^*, 
so ist 



^.< . 



Wir werden für die Summe der Logarithmen der n^ einer oberen 
Grenze bedürfen; bilden wir darum 

logsr^Oßj — logr. 
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Offenbar kann eine Grosse Je so angegeben werden^ dass f&r alle 
Kreise S die Ungleichung 

Ä > — log t 

erfüllt ist, dann haben wir also 

log :^^<2i + *, 

und da die Summe aller fi, keinesfalls grösser sein kann als die saper- 
ficielle Länge r' der Geraden (0, S^tj), ergiebt sich 

^ log n;^<r'+qky 

oder da, wie oben gefunden wurde, q kleiner ist als y, 



q 

(24) 2i'l««*«<'''(l + T)- 
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Betrachten wir nun die der Substitution S^ von ^ entsprechende 
Substitution T^ von 0, so ist dieselbe in der Form 

(25) T =A^aJ«... A^ 

darstellbar, wo die A^ wieder die den -4^(*=±i,±a,-±ö) entsprechenden 
Substitutionen von & bedeuten. Seien 

B^'l D*2 ... B^9 

die den in (18) auftretenden Substitutionen zweiter Kategorie ent- 
sprechenden Substitutionen von 0, dann können wir diese Substitu- 
tionen in folgender Weise umformen. 

Möge allgemein T eine beliebige derjenigen Substitutionen von 
& bedeuten, die den parabolischen unter den Substitutionen 

oder deren inversen entsprechen, dann sind die B^, - • • B jedenfalls 
solche Substitutionen T . Denken wir uns T durch Transformation 
mittelst einer gewissen Substitution 17 in die canonische Form gesetzt 

wo also 

und för w.=4=m. . stets n. , = ist. Wenn wir diese Ausdrücke 
der B in (25) einfähren und beachten, dass 
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P 

ist, so haben wir in (25) erstens Substitutionen A^, die den Substitu- 
tionen erster Kategorie in (18) entsprechen^ mit der Exponentensumme 

p 

z^vveitens die den q Substitutionen zweiter Kategorie entsprechenden 

U und tr~^, endlich die den B^, Bg, • • • B entsprechenden canonischen 
Substitutionen V beziehungsweise zu den Exponenten 

Zufolge unserer Voraussetzung haben die zu den Substitutionen T^ 
beziehungsweise V gehörigen Fundamentalgleichungen die Eigenschaft^ 
dass ihre sämmtlichen Wurzeki den absoluten Betrag Eins besitzen^ es 
ist demnach für alle diese Substitutionen 

\m^\ = 1 (rf«i,a,. .■!•). 

Wenn nun z. B. alle n._j för ein gewisses Fden Werth Null haben, 
so sind die Goefficienten von V dem absoluten Betrage nach entweder 
gleich Eins oder gleich Null, jenachdem dieselben der Diagonale von 
V^ angehören oder nicht. Allgemein, d. h. wenn für eine Substitution 
V nicht alle n._^ verschwinden, bezeichnen wir für einen Augenblick 
die Substitution V durch 

dann ist also 

a^.^ = für x> i, x<ii — 1 . 

Diejenigen unter den Coefficienten af^ der Substitution F^, die 
von NuU verschiedene Werthe haben können, sind für ein positives A 
in der Form 






.« ^ %^.3 • • • "ü-l'C 



/»i=», i-U »'2=». <-i. »-2; • • • h-i^^y »-1 » • • • »--i+i ;\ 

darstellbar. Die Anzahl der durch das Summenzeichen angedeuteten 
Glieder ist fttr x = i gleich Eins, für x = i — 1 gleich l, für x = i — 2 
gleich 

12 > 

u. s. w. Da X höchstens gleich n sein kann, ist denmach ein möglicher- 
weise von Null verschiedenes Element von V eine Summe von höchstens 
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Z(X — 1)---(X — n + 2) 
1 . 2 ... (n — 1) 

Producten von je A Elementen der Substitution F, wobei in jedem 
Producte höchstens n — 1 Elemente mit verschiedenen Indices (a. . j 
auftreten. Es lasst sich folglich eine nur von den absoluten Betragen 
der in den verschiedenen Substitutionen V auftretenden Elemente n._j 
abhängende^ von A unabhängige positive Grösse M so angeben^ dass 
alle Elemente der Substitution V^ dem absoluten Betrage nach kleiner 
sind als 

Wählen wir die Grösse M zugleich so gross^ dass sie die Elemente 
aller Substitutionen 

und deren inversen übertriflFt und beachten, dass (vergl. Nr. 357, S. 352) 
die absoluten Beträge der Elemente einer aus zwei Substitutionen T^ T^ 
componirten Substitution kleiner sind wie nJf • Jfj, wenn M, M^ posi- 
tive Zahlen bedeuten, die die absoluten Beträge der Elemente von T 
beziehungsweise T^ übertreflfen, so erkennen wir, dass die Elemente der 

Substitution T^ und ebenso die der inversen Substitution IT^ dem ab- 
soluten Betrage nach kleiner sind als 

p 

P 9 

Nun ist aber nach (19) und zufolge der für g gefundenen oberen 
Grenze j 



^., + s,<r-(i + «±l) 



mit Rücksicht auf (24) können wir also stets eine constante Grösse a 
so angeben, dass die Coefficienten der Substitutionen T^ und T^^ dem 
absoluten Betrage nach kleiner sind als 



r a 
€ 



Hieraus folgt aber genau ebenso wie im Falle wo d' keine para- 
bolische Substitution enthält (Nr. 357, S. 352), mit Rücksicht auf die 
Ungleichung (13) die unbedingte Convergenz der Reihen 6,.(ij) für hin- 
reichend grosse Werthe von m. 
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Fassen wir die Resultate der Untersuchung dieses Kapitels zusammen, 
so können wir den folgenden Satz aussprechen: 

Sei eine Fuchs'sche Gruppe -9" von der in der Nr. 304 
(S.169ff.) charakterisirten Beschaffenheit gegeben, für welche 
die Substitutionen 

und deren inyerse eine Basis bilden^ sei ferner 9 eine Gruppe 
unimodularer linearer homogener Substitutionen in den n 
Grossen 

Vi^ Vv'-Vny 

die so beschaffen ist, dass jeder Substitution von % eine 
wohlbestimmte Substitution von & entspricht, so conver- 
giren die Reihen (1) beziehungsweise (5) bei hinreichend 
grossen Werthen der ganzen positiven Zahl m unbedingt für 
alle Werthe von ly, die innerhalb des Orthogonalkreises lie- 
gen, sofern unter den Substitutionen 

Ay ^y- Ay A+i = ^'^7' * ' ' ^7' 

keine parabolische enthalten ist, bei beliebiger Wahl der 
Gruppe Sy sofern jedoch die Gruppe d^ auch parabolische 
Substitutionen enthält, dann und nur dann, wenn diejenigen 
Substitutionen von &, die parabolischen Substitutionen von 
%• entsprechen, Fundamentalgleichungen besitzen, deren 
sämmtliche Wurzeln dem absoluten Betrage nach gleich 
Eins sind. 

Wenn die Gruppe den angegebenen Bedingungen genügt, so 
sagen wir kurz, @ erfülle die Gonvergenzbedingungen. 



Drittes Kapitel. 

361. Existenz der Systeme Fuohs'soher Zetafimotioixeii. 
Differentiälgleiohimgen för die Beihen § tind Z. 



Sehen wir nun zu, was durch die Aufstellung der Beihen (1) be- 
ziehungsweise (5) (Nr. 355, S. 346) 'für den Existenzbeweis der Fuchs'- 
schen Zetafunctionen gewonnen ist. Die Beihen (5), die wir in der 
Nr. 355 (S. 348) als homogene Functionen (Formen) der w^, a^ vom 
Grade — 2 m charakterisirt haben, erfahren, wenn auf i; eine Substitu- 
tion der Fuchs 'sehen Gruppe ^, also auf die w^, u^ die entsprechende 
Substitution der mit % isomorphen homogenen Gruppe t ausgeübt wird, 
die zugehörige Substitution der Gruppe 0. Das Gleiche gilt also anch 
von den Ausdrücken, die wir erhalten, indem wir die Beihen 

-^iK Wj), •••^,(«1, u,) 

mit einer beliebigen Fuchs 'sehen Function oder, was dasselbe lieisst, 
mit einer invarianten eindeutigen Form nullten Grades der w^, u^ mul- 
tipliciren. 

Auf die Beihen |,(i?) übertragen besagt dies, da nach dem Satze 
der Nr. 316 (S. 219) jede Fuchs'sche Function als Quotient von Theta- 
fimctionen darstellbar ist, dass die Beihen |^. (i^), durch beliebige Theta- 
functionen, die im Sinne der Nr. 313 (S. 209) zu der Zahl m gehören, 
dividirt. Ausdrücke liefern, die, wenn auf ly eine Substitution von % 
ausgeübt wird, die entsprechende Substitution von & erleiden. Die 
Bildungsweise der Beihen %^{y\) lehrt aber sofort, dass diese Quotienten 
im Innern des Orthogonalkreises das Verhalten rationaler Functionen 
zeigen und in der Nähe der Ecken der der Gruppe O* entsprechenden 
Theilung eine Darstellung von der Form («) (Nr. 351, S. 336) gestatten. 
Man erkennt dies durch Anwendung derselben Methode, mit Hülfe deren 
wir in der Nr. 310 (S. 193) die analoge Frage för die Fuchs'schen 
Thetareihen erledigt haben. Die gedachten Quotienten und folg- 
lich auch die Beihen Z^[u^y u^ beziehungsweise deren Pro- 
ducte in beliebige Fuchs'sche Functionen von 17, sind dem- 
nach Fuchs'sche Zetafunctionen, die zu den Gruppen ^ und 
9 gehören. 
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Damit ist also der Existenzbeweis für die Fuchs'schen 
Zetafunctionen geliefert, sofern die Gruppe S die Gonver- 
genzbedingungen erfüllt. 

Herr Poincare hat gezeigt, dass auch umgekehrt jedes zu den 
Gruppen d, gehörige System Fuchs 'scher Zetafunctionen, sofern 
die Convergenzbedingungen erfüllt, dargestellt werden kann als Quo- 
tient eines Systems von Reihen i^irj) in eine Fuchs 'sehe Thetafunction 
mit der Gruppe «d*. Wir gehen auf eine Darlegung dieses Nachweises 
nicht ein, sondern bemerken nur, dass derselbe durch ähnliche Betrach- 
tungen erbracht wird, wie der analoge in der Nr. 316 (S. 216) gelie- 
ferte Beweis für die Darstellbarkeit einer beliebigen Fuchs'schen Func- 
tion als Quotienten von Thetafunctionen. Für die Zwecke, die wir im 
Auge haben, genügt es darauf hinzuweisen, dass uns die Sätze 1), 2), 3) 
der Nr. 353 (S. 343) volle Einsicht gewähren in die Art und Weise, 
wie sich beliebige Systeme Fuchs'scher Zetafunctionen, die zu den 
Gruppen ^, B gehören, durch ein System der zu diesen Ghruppen ge- 
hörigen Reihen §,.(17) beziehungsweise Z^(Uj^y u^) und der zu ^ gehörigen 
Fuchs 'sehen Function x "»/"(i}) darstellen lassen. Wir haben nämlich 
die Sätze: 

1) Die Reihen 

genügen, als Function von x=^f{ri) aufgefasst, einer homo- 
genen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung der 
Fuchs'schen Glasse 

(1) f! + l'iT^+--+l'.^=0, 

dx dx 

für welche B die Monodromiegruppe darstellt, und in der demgemäss, 
da B nur unimodulare Substitutionen enthält, der Coefücient p^ die 
logarithmische Ableitung einer rationalen Function von x ist. Die- 
jenigen singulären Punkte der Differentialgleichung (1), wo sich die 
Integrale verzweigen, sind die den Ecken k^ des Fundamentalbereiches 
F^ entsprechenden Werthe 

die zu o; = a^ gehörige determinirende Fundamentalgleichung besitzt, 
wenn k^ im Innern des Einheitskreises liegt, rationale Wurzeln, die 

ganzzahlige Vielfache der zu k^ gehörigen Zahl sind; wenn k^ auf 

der Peripherie des Einheitskreises liegt, sind diese Wurzeln zu Folge 
der für B bestehenden Convergenzbedingungen real. Ueberdies kann 
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die Differentialgleichung (1) noch diejenigen a;-Werthe zu aingularen 
Punkten haben^ die ly-Werthen entsprechen^ für welche eine der ratio- 
nalen Functionen H. beziehungsweise q>. unendlich wird; in diesec 
Punkten verhalten sich die Integrale von (1) wie rationale Functionen 
von X. 

2) Jedes System Fuchs 'scher Zetafunctionen^ welches zu den 
Oruppen ^ und gehört^ befriedigt als Function von x anfgefasst 
eine lineare Differentialgleichung^ die mit (1) zu derselben Art gehört 
und ist folglich in der Form 

dZ, ä!^-^Z. 

« I 1 dx * » «—1 da^~~^ 

darstellbar^ wo die F^y JPj, • • • i^^_i rationale Functionen von x be- 
deuten. 

Die Differentialgleichung (1)^ der die Z.iu^^u^ als Functionen 
von X genügen^ verwandelt sich durch die auf abhängige und unab- 
hängige Variable auszuübende Transformation 

(2) -^=«7*'"6, x = firi), 
die wir, da 

ist, auch in die Form 

(28) z-^rl^' ^-/"W 

setzen können, in eine Differentialgleichung für | als Function von 17 
mit in 17 eindeutigen Goefficienten, der die n Reihen 

Genüge leisten: 

(3) ^ + 4x('?)^ + -- + ?.('?)5 = 0. 

Setzen wir femer 
so genügen } und jr den Differentialgleichungen 

wo (vergl. Nr. 181, Bd. II, 1, S. 189, Gleichung (10)) 
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ist und die CoefBcienten p^ rationale Functionen von x, die Coeffi- 
cienten q^ eindeutige Functionen von rj sind. 

Wenn p^=0 und — 2w = n — 1 ist, wird Z mit j und 5 niit j 
identisch. 
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Simultane Oovarianten. Oombinanten. 

Wir können nun auf Grund der Ergebnisse des fünften Kapitels 

des zehnten Abschnittes (Bd. 11, 1, S. 185 — 199) sofort Ausdrücke bilden, 

die sich aus den q^ und ihren Ableitungen beziehungsweise den q^ und 

ihren Ableitungen nach 17 rational zusammensetzen und die, abgesehen 

von einer Potenz von 

dx 

dl] 

als Factor, rationale Functionen von Xy also Fuchs'sche Functionen 
von rj sind. 

Solche Ausdrücke sind z. B. die n — 2 Invarianten 

von den Gewichten 3, 4, • • • w. Bezeichnen wir wie a. a. 0. durch d'^irj) 
die Invariante d'^y gebildet aus den Coefficienten q^, durch d-^ix) die- 
selbe Invariante, gebildet aus den GoefQcienten p . so ist 



^^ ^^) = (S^)^ (^) (-3,4,..-«); 

d. h. es sind die Ausdrücke 

Fuchs 'sehe Functionen von rj. 

Die Invarianten ^^ haben die Eigenschaft, bei einer beliebigen 
Transformation 

^ = 9(5) 

der unabhängigen Variabein der Differentialgleichung (3), abgesehen 
von dem Factor 

ungeändert zu bleiben. Damit aber rationale Gombinationen der 
q und ihrer Ableitungen, oder allgemeiner gesprochen der 

Schlesinger, Difrereutialgleichnngen. II, S. 24 
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und ihrer Ableitungen nach rj mit einer geeigneten Potenz von u^ mnl- 
tiplicirt Fuchs'sche Functionen von i^ seien, ist nur erforderUch, dass 
sie 1), wenn rj eine projective Substitution 

erfährt, sich nur mit einer bestimmten Potenz von (y»? + tf) mnltipli- 
ciren, und dass sie 2) ungeändert bleiben, wenn auf die 

eine lineare homogene unimodulare Substitution ausgeübt wird. 

Die zweite Eigenschaft bedingt nach dem Appel loschen beziehun^ 
weise dem Picard-Vessio tischen Satze, dass die betreffenden Aus- 
drücke rational in den q und deren Ableitungen nach ri darstellbar 
seien, in Bezug auf die erste Eigenschaft hingegen leisten die In 
Varianten ^^ offenbar zuviel, da sie nicht nur bei projectiven, sondern 
bei beliebigen Transformationen der unabhängigen Variabein r^ invariant 
sind. Um die vorliegende Frage mit gewissen Problemen der Algebra 
linearer Transformationen in Zusammenhang zu bringen, ist es zweck- 
mässig, wieder an Stelle der Functionen von iy die homogenen Formen 
in den Wj, u^ zu betrachten. 

Nehmen wir also das System der n Reihen 

(4) Zi(^i> ^i) , - ' ^ni^V S) 7 

die wir kurz als Zetaformen vom Grade 

— 2w = r 

bezeichnen wollen, dann hat eine simultane Govariante H dieses 
Formensystems vom Gewichte ft bekanntlich die Eigenschaft, sich ab- 
gesehen von der ft-ten Potenz der Substitutions- Determinante als Factor 
zu reproduciren, wenn die m^, u^ durch homogene lineare Functionen 
ihrer selbst ersetzt werden. D. h. wenn 



(5) 
und 






gesetzt wird, ist 

(6) H{Z^ (Mj, Mg), • • • -^JWj, w,); M^, Wg) 
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Unter den simultanen Covarianten eines Systems von Formen des- 
selben Grades*), wie es uns hier in den Z^{u^, u^ vorliegt, giebt es, 
wie zuerst Sylvester bemerkt hat, stets solche, die abgesehen von einem 
Factor ungeändert bleiben, wenn die Elemente des Formensystems selbst 
einer linearen homogenen Substitution unterworfen werden; dieser Fac- 
tor kaim dann nur eine Potenz der Substitutions- Determinante sein. 
Solche Covarianten nennt man Combinanten des Formensystems. 

Wenn also H eine Combinante ist, so befriedigt sie die Gleichung 

H{8Z^, . . . SZJ = ; a^jH(Z^, '" ZJ (.-»x^i,»,...«), 

wo 

8Z= a.^Z^-\ h a.^Z (.-«1,2,. ..n) 

eine beliebige lineare Substitution mit nicht verschwindender Determi- 
nante in den -Z, , • • • Z bedeutet. 

Betrachten wir nun eine solche Combinante 

fl-(Z„ • • • Z,; «,, «,) 

anseres Formensystems; dann ist, wenn (5) eine Substitution S^ der 
Gruppe t bedeutet, zu Folge der Govarianteneigenschaft, und da S^ 
unimodnlar ist, 

(7) fi"(^i(«„ «,),••• -^^ («1, «,) ; «1, «*) 

Da femer 
Z, («1, «,) ■= Z^ (S,«,, S,«,) = T,Z, («j, «,) (»=i. «, • - ») 

ist, wo T die dem S entsprechende Substitution Ton ® bedeutet, so 
haben wir' 

und dies ist zufolge der Combinanteneigenschafi;, und da T^ unimodular 
sein sollte, weiter gleich 

es besteht also nach (7) die Gleichung 



*) In der Invariantentheorie der ganzen rationalen Formen bezeichnet man 
die Dimension in Bezug auf die Yariabeln als Ordnung, die Dimension in 
Bezug auf die Coefficienten als Grad; da wir es hier mit transcendenten Formen 
zu thun haben, können wir die Bezeichnung Grad für die Dimension in den Yaria- 
beln im gewohnten Sinne beibehalten. 

24* 
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H{Z^ («1, «^, • • • -Z, («1, Mj) ; «1, u,) 

d. h. H bleibt als Function der u^^ u^ ungeandert^ wenn auf diese 
beiden Grössen eine Substitution S^ der Gruppe t ausgeübt wird. 

Wenn sich also H aus den Z^(u^y u^) und deren Ableitungen 
rational zusammensetzt, so ist es eine zu der Gruppe d" beziehungs- 
weise t gehörige eindeutige invariante Form der u^, u^ und zwar eine 
Fuchs 'sehe Function von ij. 

Gehen wir wieder auf die inhomogene Gestalt unserer Ausdrücke 
zurück. 

Wenn if(Wj, u^ eine Combinante des Formensystems [Z.(u^, w^)] 
und in den u^, u^ homogen vom Grade q ist, so wollen wir auch 

als eine Combinante (»-ten Grades des Functionssystems 

bezeichnen, dessen Elemente ^.(rjD selbst als Functionen vom Grade 

— 2t9t = r der Yariabeln 17 aufzufassen sind. Eine solche Combinante 

verwandelt sich also nach Multiplication mit u^^ in eine Fuchs'sche 
Function von rj. 

363. Invarianz der Diiferentialgleiohung für die Beihen §. 
Systeme von Formen, ihre Jaoobi'Bohe Combinante und 

Differentialgleichung. 

Die Differentialgleichung (3) hat die Eigenschaft, sich durch die 
Transformation 

(8) s^t = v, i = {jf^ 

in die Differentialgleichung 

(3»') f^ + ffx(g)^- + --- + «.(5)1 = 

ZU verwandeln, für welche, da 

und folglich 

ist, die Ausdrücke 
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also anch die 



iAt),---K(.t) 



selbst ein Fundamentalsjstem von Integralen darstellen. Die Differen- 
tialgleichung (Sv) geht demnach aus (3) hervor^ indem man in (3) g 
an die Stelle von rj und | an die Stelle von | schreibt: d. h. mit 
anderen Worten, die Differentialgleichung (3) verhält sich 
gegenüber den Transformationen (8) invariant. 

Man kann nun der Differentialgleichung (3) eine solche Form 
zuertheilen, dass ihre Invarianz bei den Transformationen (8) unmittel- 
bar in Evidenz tritt, indem nämlich nur solche Ausdrücke in dieser 
Form auftreten, die Combinanten des Functionssjstems 

sind. . ■ 

Betrachten wir zu diesem Ende allgemein ein System von n 
linearunabhängigen Functionen der Yariabeln rj 

denen eine gewisse Gradzahl g beigelegt werden möge in dem Sinne, 
dass sie aus homogenen Functionen ^-ten Grades der u^, u^ 

durch die Gleichungen 

entstanden zu denken sind. Dann befriedigen die i. als Functionen 
von f] die homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung 

g r • • • g^*^ 



(9) (-ly 



t^i^"^^l 



(n) 



• • 



WO die Accente Ableitungen nach rj bedeuten und 



t,t^---^r'' 



9« 9a. 9; 



»»"n 



(n-1) 
n 



gesetzt wurde. 

Wenn man die (n — l)-ten partiellen Ableitungen der homo- 
genen Functionen Js^^(u^, u^) nach u^, u^ durch die Ableitungen der f^ 
nach rj ausdrückt, so ergiebt sich 
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X 



(n-l)J«-l) 



wo, wie man durch Induction leicht Terificirt, 

«u"" = 9(9-l)--i9-n + 2) t<-"+S 
«r"= (^-l)---(</-n + 2)«J-"+S 

ist. Hiemach erhält man 

an— 1 



^x 



= ^(fl'-l/-(!7-n + 2rX^--+^^2)(g„g„...tJ, 



/x«l,»,- ■« \ 

V = o,i. ■■«-i/ 
d. h. der Function D ist der Grad 

y — w(sf — w+1) 

beizulegen. Die linke Seite dieser Gleichung ist bekanntlich eine 
simultane Co Variante, und zwar eine Combinante (die sogenannte 
Jacobi'sche Combinante) des Formensystems 0^^ ^2' ' * ' ^n' ^^ haben 
also im Sinne der eingeführten Terminologie in 

eine Combinante des Functionssystems ^^^29'''^%' 

Bilden wir nun die n-te Ueberschiebung der Combinante 

über die Form ^-ten Grades 

so ist dieselbe (vergl. Nr. 298, S. 146) vom Grade 

g ^y — 2n = (n + l){g — n), 

also vom selben Grade wie die durch Multiplication mit der geeigneten 
Potenz von u^^ homogen gemachte linke Seite der Differentialglei- 
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chung (9), die wir nach Analogie der für D (X^^, t^r " 5«) gefundenen 
Formel in der Form 






nAn-^l)(9-n) 



-=9(9-iy'"(9-n + lyu^r'^^'^'D (f, ?„ ?,,... fj 



/.-, « = 0,1, ...»x 

darstellen können. Drückt man die partiellen Ableitungen der Formen 

nach u^y u^ durch die nach tj genommenen (sogenannten einseitigen) 
Differentialquotienten der Functionen f und D aus und setzt mit Herrn 
Hilbert allgemein für eine beliebige Function f von iy, der die Grad- 
zahl h beigelegt werden kann^ 

so erhalt man för die w-te üeberschiebung der Form ^(u^f u^ über 
^(^i> **2) ^®^ Ausdruck 

woselbst 



n — je 



gesetzt wurde. Wir bezeichnen diesen letzteren Ausdruck , der also 
nichts Anderes ist^ wie die inhomogene Gestalt von 

als die n-te üeberschiebung der Functionen D, 5 übereinander. 
Die X = und x = 1 entsprechenden Glieder in (D, 5)^"^ stimmen 
offenbar mit den beiden ersten Gliedern der mit dem Factor 

1 

multiplicirten linken Seite der Differentialgleichung (9) überein; die 
Differenz 

(10) ^(^=11)^1^+1) m, t„ s„-ü-(^, tr 

ist demnach ein Differentialausdruck von nur (n — 2)-ter Ord- 
nung in g. 

Die linke Seite der Differentialgleichung (9) ist als Determinante 
des Functionssystems g, tiy' ' ' 5„ ®i^® simultane Covariante und Com- 
binante dieses Fimctionssystems vom Grade (n -{- l){g — w); da auch 
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eine simultane Govariante desselben Grades ist, und Covarianten des- 
selben Grades auch vom selben Gewichte sind^ so ist auch die Diffe- 
renz (10) eine Govariante vom Grade (n + 1) (^ — n) desselben Func- 
tionssystems. 

Wir setzen nun 

(-i)"2)(g, g,, g,,... O- «?(?-!) •••(?-« + !)[(!>, ey 

und bilden die (n — 2)-te Ueberschiebung von D^ über f 

dann stimmt das erste (S)«—» enthaltende Glied dieser Ueberschiebung 
mit 

übereiU; und wir haben folglich 

Fahren wir so fort, so erhalten wir schliesslich die linke 
Seite der Differentialgleichung (9) als Aggregat von Ueber- 
schiebungen 

(11) {D, tt^ + (p„ 6)'"-" + (p„ s)^"-»> + . . . + (p„ tr 

dargestellt; wo 

gesetzt wurde. 

Wir behaupten nun zuvörderst, dass diese UeberschiebuDgen 
sämmtlich vom Grade (w + 1)(^ — w) und dass die Coefficienten 

D F P • • P 

dieser Darstellung Gombinanten des Functionssystems iiyi^}" 'i^ sind. 

364. Invariante Gestalt einer linearen Düferentialgleiohimg, ins- 
besondere der für die Zetaformenu Allgemeine Bemerkungen. 

Zum Beweise bedienen wir uns nach dem Vorgänge des Herrn 
A. Hirsch des folgenden Satzes von Herrn Hilbert. 
Sei 
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ein System von Formen, g^ der Grad der Form f^ oder der 
Function ip^j dann ist jede isobare Function F(rl) Tom Ge- 
Tvichte p der Ausdrücke 

die in den (einseitigen) Differentialquotienten jeder einzel- 
nen der Functionen 9^ homogen von dem Grade y^ ist und 
die der Differentialgleichung 

Genüge leistet, eine simultane GoTariante des Functions- 
Systems q>^ vom Grade 

Wie bereits oben bemerkt wurde, ist der Ausdruck (10) oder 

eine simultane Covariante vom Grade (n -\- \){g — n) des Functions- 
systems 

und genügt demnach der partiellen Differentialgleichung 



+2 {(Oo w^, + ^^O.w^^ + -- 



= 0- 



Da diese Differentialgleichung eine Identiiät darstellt, so müssen, wenn 
wir nach den Grössen 

ordnen, die Coefficienten jeder einzehien dieser Grössen Terschwinden. 
Der Coefficient von (5)„_2 gleich Null gesetzt giebt 



2 

X 



1 i 0^9 0^9 \ 



und hieraus folgt nach dem Hilbert'schen Satze, dass D^ eine simul- 
tane Covariante der g^, f,, ■ • • t^ vom Grade 

n{g — n + 1) — 4 



378 XVII. Theorie der Zetafunctionen. Kapitel 3. 

ist. Da aber D^ eine rationale Differentialfimction der Coefficienten 

der Differentialgleichung (9) ist, so haben wir in D^ oder P^ nicht 
nur eine Govariante sondern eine Gombinante des Functionssystems 

Bilden wir also 

so ist dieser Ausdruck ebenso wie 1) eine simultane Coyariante der 

vom Grade (n + l) {g — n), das Gleiche gilt folglich auch von der 
Differenz 

und durch ähnliclie Schlflsse wie oben findet man nunmehr, dass 
auch _ 

A = ^, 

eine Gombinante des Functionssystems ^u t^)' ' ' tn ^^^ ^^^ ^^ 
solche vom Grade 

n(g — n + l) — 6 
ist, u. s. w. 

Wir haben also in der That in (11) eine Form der linken 
Seite unserer Differentialgleichung (9), in welcher die ein- 
zelnen Terme simultane Govarianten des Grades (n4-l)(5^ — ^) 
des Functionssystems 

und die Goefficienten 

DP P •• • P 

Gombinanten des Functionssystems g^, S»? * * * S« ^^° ^^° 
Graden 

y, y — -.4, y — 6, • • • y — 2n 

sind. Multipliciren wir nun noch den Ausdruck (11) mit 

und setzen dieses Product gleich NuU, so erhalten wir die Differential- 
gleichung 

(12) iJ, gp + (i7„ zY'-'" + (il„ et-'' + . . . + i7. . * = 

für die homogene Function z vom g-ten Grade in den beiden Variabein 
w^, Wg, die durch das Formensystem 
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(13) z^ (w„ Mj), z^ (w„ Wj), • • • xf^ K, ttg) 
befriedigt wird und deren Coefficienten 

(14) ^K,U,), i7,(K,,Mj=.«-''-"+»>-»'P, («-..5....», 

Combinanten des Formensystems (13) Ton den angegebenen Graden 
sind. 

Wir bezeichnen (12) als die invariante Gestalt der Differential- 
gleichang (9). 

Identificiren wir also die Dififerentialgleicbung (9) mit der durch 
die Reihen 

befriedigten Differentialgleichung (3) der Nr. 361 (S. 368), nachdem 
^r die letztere Gleichung noch mit dem Factor 

e 
multiplicirt haben, so ist 

g z=z — 2m 

zu setzen, und die Gleichung (12) wird durch die Fuchs 'sehen Zeta- 
formen 

befriedigt, während die Goefßcienten (14) invariante eindeutige Formen 
der u^y u^ von ganzen und geradzahligen Graden, also Fuchs'sche 
Functionen von r^ sind. 

Die Differentialgleichung (1) (Nr 316, S. 367), der die Z^{u^, u^ 
als Functionen der Fuchs 'sehen Function x = f(ri) Genüge leisten, 
hat vor der Differentialgleichung (3), der die |^ (rf) als Functionen von 
71 genügen, den Vorzug, dass die Coefficienten von (1) einen leicht zu 
übersehenden analytischen Charakter besitzen, indem sie nämlich ratio- 
nale Functionen von x sind. Dagegen hat (3) vor (1) die Eigenschaft 
voraus, von 

völlig unabhängig zu sein, also kein Element zu enthalten, welches in 
der Definition der Fuchs 'sehen Zetafunctionen nicht unmittelbar vor- 
kömmt. 

Die invariante Gestalt (12) der Differentialgleichung (3), 
die durch das System der Zetaformen 

befriedigt wird, vereinigt die Vorzöge der Differentialglei- 
chungen (1) und (3), indem sie erstens x nicht enthält und 
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zweitens der analytische Charakter ihrer Coefficienten (14i 
als Fuchs*scher Fuoctionen von rj in übersichtlicher Weise 
gegeben ist. 

Wenn man in der Differentialgleichung (9) den Coefficienten der 
höchsten Ableitung nicht gleich der Determinante eines Fundamental- 
systems wählt, so kann man die invariante Gestalt gleichwohl auf die- 
selbe Weise herstellen, nur folgt dann nicht gleich eine (n — 2)-te 
Ueberschiebung auf die w-te, sondern es tritt noch eine (n — l)-te 
Ueberschiebung auf; wir können aber die gewählte Form der DiflTeren- 
tialgleichung (9) um so eher beibehalten, als wir von einer unimodu- 
laren Gruppe & ausgegangen waren, so dass also die Determinante des 
Fundamentalsystems absolut invariant bei den Substitutionen der 
Monodromiegruppe ist. 

Die invariante Gestalt einer linearen Differentialgleichung ist in 
der neueren Zeit besonders von den Herren Klein, Waelsch, Pick, 
Hurwitz, Hirsch u. A. vielfach angewandt und insbesondere auch 
in den Fällen mit Vortheil benutzt worden, wo die Coe£Gicient-en der 
Differentialgleichung rationale oder algebraische Functionen der unab- 
hängigen Variabein sind. Will man jedoch eine beliebige lineare 
Differentialgleichung, deren Coefficienten etwa rationale Functionen der 
unabhängigen Yariabeln x sind, in die invariante Gestalt überfBhren, 
so muss man der abhängigen Variabein y einen bestimmten Grad g 
beilegen, d. h. man hat, nachdem x gleich dem Quotienten 

zweier homogener Variabein gesetzt worden ist, af^y als Form ^-teo 
Grades der x^, x^ aufzufassen, wobei aber in den meisten Fällen der 
Grad g ganz willkürlich, d. h. nicht durch den analytischen Charakter 
der Integralfunction y von x bestimmt ist. Eine derartige Schwierig- 
keit tritt auch schon auf, wenn man die Darstellung eines beliebigen 
Systems zu den Gruppen d-, & gehöriger Fuchs 'scher Zetafunctionen 
von rj durch die Formen 



die nach dem Satze 2) der Nr. 361 (S. 368) stets in der Form 

i— 1 

dx 



dZ d^^^Z 



erfolgen kann, in eine der Form (12) der linken Seite der Differential 
gleichimg (9) analoge invariante Gestalt setzen will. 
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In diesem Falle liefert jedoch der in der Nr. 361 (S. 367) er- 
'«välinte Poincar^'sche Satz ein Hülfsmittel für die Gradbestimmung^ 
die dem analytischen Charakter des betreffenden Systems Fuchs'scher 
Zetafiinctionen gemäss^ also wenigstens bis zu einer gewissen Qrenze, 
nicht vollständig der Willkür anheimgegeben ist. Wir versagen es 
uLua hier auf eine Erörterung der Frage einzugehen, wie auf Grund 
der angedeuteten von Herrn Poincare för ein System Fuchs'scher 
Zetafunctionen gegebenen Gradbestimmung auch fiir die aUgemeine 
Liösimg einer beliebigen linearen Differentialgleichung der Fuchs 'sehen 
Clfisse, eine der Natur der Integralfunction angemessene Gradbestimmung 
vorgenommen werden könnte , und bemerken nur, dass z. B. im Falle 
einer normalen Differentialgleichung zweiter Ordnung die durch die 
Gleichung (4) der Nr. 326 (S. 249) definirte Zahl v in gewissem Sinne 
als der Grad der allgemeinen Lösung aufgefasst werden kann. 



Viertes Kapitel. 

365. DisouBsion eines Biemann*schen Problems. 

Wir wollen nunmehr aus der bisher entwickelten Theorie der 
Zetafunctionen nach zwei Seiten hin Folgerungen zu ziehen suchen, 
die geeignet sein werden, die principielle Bedeutung dieser Theorie her- 
vortreten zu lassen. 

Erwägen wir zunächst, was sich aus dem für die Puchs'schen 
Zetafunctionen gelieferten Existenzbeweise ergiebt 

In der Nr. 162 (Bd. II, 1, S. 109) hatten wir die Aufgabe geschü 
dert, von welcher ausgehend Riemann in seinen nachgelassenen Auf- 
zeichnungen die allgemeine Theorie der linearen homogenen Differential- 
gleichungen, deren Integrale — in unserer modernen Terminologie ge- 
sprochen — sich überall bestimmt verhalten, aufzubauen unterDommen 
hat. Diese Aufgabe war die folgende: 

Seien 6 lineare homogene Substitutionen in n Yanabeln 

willkürlich gegeben; dann mögen n l\inctionen Vi^ y^, ' ' ' V^ der Varia- 
beln X bestimmt werden, die in der ganzen Ebene mit Ausnahme ge- 
wisser willkürlich vorgeschriebener Punkte 

endlich und stetig sind, die, wenn x einfache Umläufe um die Punkte 

^i; «2^ • * • % 

vollzieht, d. h. genauer gesprochen, die von diesen Punkten aus nach 
a^ , j = oo hin gelegten Querschnitte im positiven Sinne überschreitet 
beziehungsweise die Substitutionen A^, A^, • • • A^ erfahren, und die 
überdies an keiner dieser Stellen und auch nicht für x = oo unbe- 
stinmit werden. 

Wir behaupten, dass unter gewissen über die Substitutionen 
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zu machenden speciellen Annahmen die Existenz eines Functionssystems 
[yj von der geforderten Beschaffenheit durch die Theorie der Zeta- 
functionen erwiesen werden kann. Diese speciellen Annahmen sind die 
folgenden: 

Betrachten wir die zu den Substitutionen A^, A^, • • • A^ und 

A = A""*A~^ . . . A~^ 

gehörigen Fundamentalgleichungen, so wollen wir Toraussetzen, dass 
die sämmtlichen Wurzeln dieser Fundamentalgleichungen den 
absoluten Betrag Eins besitzen. 

Wenn filr eine der Substitutionen A^(x=i,2,-ff+i) die sämmt- 
lichen Wurzeln der zugehörigen Fundamentalgleichung ganzzahlige Ein- 
heitswurzeln sind, und die canonische Form der Substitution A nur 
Diagonalglieder enthält (d. h. also, dass entweder alle diese Wurzeln von 
einander verschieden oder doch so beschaffen sind, dass die zu einer 
A- fachen Wurzel ©^ gehörige, in dem Theorem der Nr. 37 (Bd. I, S. 127) 
definirte Zahl q^^^ den Werth A besitzt), so bezeichnen wir mit g^ die 
kleinste positive ganze Zahl, für welche diese sämmtlichen Wurzeln der 
Gleichung 

(o''^ = 1 

Genüge leisten. Wenn für eine der Substitutionen A^ die beiden an- 
gegebenen Bedingungen nicht gleichzeitig erfüllt sind, so nehmen wir 
das entsprechende g^ gleich Unendlich. Für ein A^, wo das zugehörige 
(/^ einen endlichen Werth besitzt, ist dann offenbar 

AJ'=1. 

Die so definirten Zahlen 9^ 9^j ' - ' 9fjA.x bestimmen in Verbindung 
mit den gegebenen singulären SteUen 

von denen wir, ohne dadurch die Allgemeinheit zu beschränken, zwei, 
etwa ttj, ttj, in die Punkte 0, 1 verlegen können, eine normale 
Differentialgleichung 

{a) — = q(x)u 

im Sinne der Nr. 326 (S. 249). Wollten wir uns auf den in der er- 
wähnten Nummer (S. 251) angeführten Poincare'schen Satz in seiner 
allgemeinen Fassung stützen, so könnten wir sagen: Die in dem Coeffi- 
cienten q (x) auftretenden noch unbestimmten Parameter (vergl. a. a. 0.) 
lassen sich stets und nur auf eine Weise so bestimmen, dass x eine 
eindeutige, und zwar wenn 
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-i-|a-u)-'>'' 



ist, eine Fuchs 'sehe, wenn <0 eine rationale, wenn =0 

ist, eine doppeltperiodische Function des Integralquotienten ri wird. 

Wenn wir uns dagegen des Poincar^'schen Satzes nur in der 
beschränkten Fassung bedienen, wir wir ihn in den Nununem 341 — S-fc* 
bewiesen haben, so können wir doch auf Grund des Satzes der Nr. 34^ 
(S. 327) behaupten: 

Es lasst sich stets eine der Differentialgleichung (a) subordiniite 
Fuchs 'sehe Differentialgleichung 

angeben, die nebst den singulären Stellen a^, o^^j ' ' * ^a^ %-hi ®^®^ 
tuell noch gewisse andere singulare Stellen 

besitzt. Man kann z. B. (ß) allemal so einrichten, dass die Umkehrnngs- 
funetion des Integralquotienten die gegebenen SteUen' 

«17 «17 • ' • «^7 %+i 

und überdies noch gewisse andere nicht gegebene Stellen auslässt. 
Sei tij, u^ ein Fundamentalsystem von (ß), 






= V 



7 



"1 

und sei ^ die zu iy gehörige projeetive, t die zu u^, u^ gehörige homo- 
gene Monodromiegruppe dieser Differentialgleichung. Mögen femer 

die Substitutionen bedeuten, die rj beziehungsweise (u^, u^ erfahren, 
wenn x die von den Punkten 

aus nach a^ , ^ = oo hin gelegten Querschnitte im positiven Sinne 
übersehreitet, während 

^a+i = A~'^' • • • ^7'^7+« • • • ^7+*+l 

gesetzt wird, so ist die Fuchs 'sehe Gruppe ^ mit der aus den Sub- 
stitutionen 
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als Basis gebildeten Gruppe ® in dem Sinne isomoi-ph, dass jeder 
Substitution von 0- eine bestimmte Substitution von ® entspricht; ins- 
besondere entsprechen den Substitutionen A^ die Substitutionen A^ für 

X = Ij 2, • • • tf + 1; ^^d ^^^ Substitutionen A^ für x = ^ + 2, • • • 
tf + t + 1 entspricht die identische Substitution von &. 
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beBOhi^nkenden VorauBsetBXingen. 

Wir wollen nun von den Substitutionen A, , • • • A dadurch zu 

unimodularen Substitutionen A^^ • • • A^ übergehen, dass wir jedes Ele- 
ment von A^ durch die n-te Wurzel aus der Determinante dieser Sub- 
stitution dividiren, dann bleibt die in Bezug auf die Fundamentalglei- 
chungen der A^ gemachte Voraussetzung auch für die Ä^ bestehen, und 
die aus den Substitutionen 

\y \, . . ■ \ 

und deren inversen als Basis gebildete Gruppe ist in demselben 
Sinne wie & selbst mit der Fuchs 'sehen Gruppe %• isomorph. 

Bilden wir mit Hülfe der Gruppen ^ und S die Fuchs'schen 
Zetaformen 



00 



^xK^ s) =^ ^v 'vA^.'^u s.s) ^^=1,2, •»), 



wo S^ die Substitutionen der Gruppen d- beziehungsweise t, T^ die 

entsprechenden Substitutionen von S durchläuft und die 9>x(Wj, Mg) 
rationale homogene Functionen vom Grade — 2m der u^, u^ bedeuten, 
so convergiren diese Reihen für hinreichend grosse Werthe der posi- 
tiven ganzen Zahl tn, da die Fundamentalgleichungen derjenigen Sub- 
stitutionen von 0, die parabolischen Substitutionen von d- entsprechen, 
zufolge der für die Substitutionen A^ getroffenen Festsetzung nur Wur- 
zeln vom absoluten Betrage Eins besitzen. Die Z^(u^^ u^) befriedigen 
dann ab Functionen von x aufgefasst eine homogene lineare Differential- 
gleichung n-ter Ordnung mit in x rationalen Coefacienten 

die der Fuchs'schen Glasse angehört und nebst den singulären 
Punkten 

SohUsinger, DifferentUlglelohungen. II, 2. 25 
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in denen sich die Integrale verzweigen, noch gewisse andere singulare 
SteUen 

besitzt, in deren Umgebung die Integrale das Verhalten rationaler Functio- 
nen zeigen, und die einerseits unter den Punkten a^.i, * • • »^ ■ ^j^ji 
andererseits unter denjenigen rc-Werthen zu suchen sind, die den inner- 
halb des Einheitskreises der ij- Ebene gelegenen Unendlichkeitsstellen 
der rationalen Functionen 

von rj entsprechen. 

Die Functionen Z., Z^, • - - Z von x erfahren, wenn x den von 
dem Punkte a^ aus nach o; = oo hin gelegten Querschnitt im positiven 

Sinne überschreitet, die unimodulare Substitution A^; wir können aber, 
indem wir diese Functionen mit einem Ausdrucke von der Form 

multipliciren, zu Ausdrücken y^y y^y • - ' y^ übergehen, die beim Ueber- 
schreiten der gedachten Querschnitte die Substitutionen 

A A * • • A 

erleiden und überdies an den Stellen &i; * * * &p nicht mehr unendlich 
werden. Dabei sind die A. , • • • X^ dur'ch die Determinanten der Sub- 
stitutionen A^ und zwar nur abgesehen von ganzen Zahlen bestimmt, 
während die ft^, • • • u als positive ganze Zahlen so zu wählen sind, 
dass IL. grösser ist als die höchste Ordnungszahl, von welcher ein Inte- 
gral der Differentialgleichung (y) für x = h. unendlich wird. 

Die so bestimmten y^ y^j ' ' ' y^ erfüllen die Anforderungen des 
Riemann'schen Problems, sie befriedigen eine lineare Differential- 
gleichung der Fuchs 'sehen Classe 

die die Punkte a^, «j, • • • (i„y ^„4-1 = ^^ zu wesentlichen singulären 
Stellen besitzt, die aber im Allgemeinen, d. h. wenn die tf • n Goeffi- 
cienten der gegebenen Substitutionen 

von einander unabhängige Grössen sind, noch ausserwesentlich singu- 
lare Stellen (mindestens deren 6 — 2, vergl. Nr. 227, Bd. II, 1, S. 388) 
aufweist. Das allgemeinste Functionssystem, das den Anforderungen 
des Riemann'schen Problems genügt, bildet das dem Fundamental- 
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Systeme [yj von (ö) entsprechende Fundamentalsystem einer mit (d) 
zu derselben C lasse gehörigen linearen Differentialgleichung^ und man 
hat nunmehr nur noch die Ergebnisse des achten Kapitels des elften 
Abschnittes (Bd, II, 1, S. 365 ff.) heranzuziehen, um ein solches Func- 
tionssystem durch Angabe der Anzahl der ausserwesentlich singulären 
Stellen, beziehungsweise der genauen Werthe der stets realen Wur- 
zeln der zu den wesentlich singulären Stellen gehörigen determinirenden 
Fundamentalgleichungen eindeutig zu bestimmen. 

Wir haben also das Resultat: 

Auf Grund der Ergebnisse des sechzehnten Abschnittes 
und der Theorie der Fuchs'schen Zetafunctionen lässt sich 
die Existenz der durch das Riemann'sche Problem geforder- 
ten Functionen in dem Falle beweisen, wo die Fundamental- 
gleichungen der gegebenen Substitutionen A^,-- A^, A^, ^ nur 
Wurzeln vom absoluten Betrage Eins besitzen, und es ist zu- 
gleich eine Methode gefunden, mittelst der man im Stande ist, 
das allgemeinste Functionssystem von der gewünschten Be- 
schaffenheit wirklich herzustellen. 

Auf den Unterschied, der zwischen dem Rie mann 'sehen Probleme 
und der Aufgabe, eine lineare Differentialgleichung der Fuchs 'sehen 
Glasse zu bestimmen, deren Monodromiegruppe vorgeschrieben ist, be- 
steht, wurde bereits in der Nr. 227 (Bill,!, S. 227 ff.) hingewiesen; 
wir bemerken nur noch, dass der Lösung der letzteren Aufgabe, die 
wir für den Fall w = 2 im sechsten Kapitel des elften Abschnittes 
(Bd. n, 1, S. 323 ff.) nach dem Vorgange des Herrn Klein gegeben 
haben, auch die Voraussetzung zu Grunde liegt, dass die Fundamental- 
gleichungen der gegebenen Substitutionen A^, • • • A^, A^ , ^ Wurzeln 
mit dem absoluten Betrage Eins besitzen. 

Wenn wir von einer linearen Differentialgleichung der Fuchs *- 
sehen Classe, die durch ihre Coefficienten gegeben ist, ausgehen, 
so hängen die Coefficienten der Fundamentalsubstitutionen im All- 
gemeinen, d. h. wenn wir die in den Coefficienten der Differential- 
gleichung enthaltenen Parameter willkürlich also als unbestimmte Con- 
stanten wählen, von diesen Parametern, insbesondere von den Werthen 
der singulären Punkte ab. Gehen wir dagegen von dem Riemann'- 
schen Probleme aus, so können wir die Substitutionen A^, • • • A^ auf 
die mannigfaltigste Weise so einrichten, dass für sie die in Bezug auf 
die Wurzeln der Fundamentalgleichungen erforderlichen Bedingungen 
erfüllt sind und dass ihre Coefficienten von den ebenfalls willkürlich 
vorzuschreibenden Werthen der singulären Stellen ö^, öt^, • • • a^ unab- 
hängig sind. Dann gehört die Differentialgleichung, der die Functionen 

25* 
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[yj genügen, in die Kategorie derjenigen, deren Monodromiegruppe 
von den in den Coefficienten auftretenden Parametern a^, a^, •••<*,, 
unabhängig ist, und es bestehen für dieselbe folglich die im nennten 
Kapitel des elften Abschnittes (Bd. 11, 1, S. 398 ffi) entwickelten Puchs'- 
schen Sätze. Dies ist also insbesondere der Fall, wenn wir die sin- 
gulären Punkte »j, a^, • • • a^ sowohl wie die Coefficienten der Sub- 
stitutionen Ap A^, • • • A^ (die letzteren allerdings gemäss den fär die 
Wurzeln der Fundamentalgleichungen festzuhaltenden Beschränkungen; 
willkürlich, d. h. als unbestimmte Constanten wählen, wir kommen also. 
wenn wir von dem Rie mann 'sehen Probleme ausgehen, gewissermassen 
„im Allgemeinen" zu Differentialgleichungen der Fuchs 'sehen Classe, 
deren Monodromiegruppe von den Werthen der wesentlichen singolären 
Stellen unabhängig sind. 
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G. Jordan und Fuchs. 

Wir betrachten nun noch den Fall, wo die gegebenen Substitu- 
tionen 

so beschaffen sind, dass die aus denselben und ihren inversen als Basis 
gebildete Gruppe eine endliche ist, d. h. nur eine endliche Anzahl 
von Substitutionen enthält. 

Wenn T^ eine beliebige Substitution von & bedeutet, so mussy da 
^ eine endliche Gruppe sein sollte, jedenfalls eine positive ganze Zahl 
v^ existiren, für welche 

X 

ist; sei z. B. v^ die kleinste Zahl von dieser Beschaffenheit. Dann folgt, 
durch ähnliche Schlüsse wie die, die in der Nr. 33 (Bd. I, S. 107 ff.) 
dazu geführt haben, die Fundamentalgleichung einer Substitution in 
die Form (3J jener Nummer (a. a. 0. S. 108) zu setzen, dass alle Wur- 
zeln der zu T^ gehörigen Fundamentalgleichung die Gleichung 

co''* = l 

befriedigen müssen, also ganzzahlige Einheits wurzeln sind. Die Sub- 
stitutionen einer endlichen Gruppe ® haben demnach stets die Eigen- 
schaft, dass die sämmtlichen Wurzeln der zu ihnen gehörigen Funda- 
mentalgleichungen dem absoluten Betrage nach gleich Eins sind, d. h. 
in dem jetzt zu betrachtenden Falle befriedigen die A^, • • • A^ jeden- 
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falls die bei unserem Existenzbeweise für die Functionen des Rie- 
mann 'sehen Problems erforderlichen Bedingungen. 

Seien nun »i, »g, • • • ö^^ die gegebenen singulären Punkte (wir 
bemerken^ dass hier ebensowohl wie beim allgemeinen Riemann'schen 
Problem die Substitutionen 

nicht sammtlich von einander verschieden zu sein brauchen) und be- 
deute d* eine Fuchs 'sehe Gruppe^ die mit der endlichen Gruppe in 
dem Sinne isomorph ist, dass jeder Substitution von 0* eine bestimmte 
Substitution von & entspricht, d" kann z. B. als die Gruppe einer 
Fuchs'schen Function a; = /'(ly) genommen werden, die die Punkte 
öj, a^, • • • a^ auslässt. Bilden wir die zu den Gruppen 'ö', B (wo © 
die mit S isomorphe unimodulare Gruppe bedeutet) gehörigen Zeta- 
formen 



OD 



^,(«1, «,) =2 ^rV,(s««i, «««,) (••;=».«.-) 



x=l 



und bedeute ^^^^ diejenige ausgezeichnete Untergruppe von d", deren 
Substitutionen die identische Substitution von entspricht, so bleiben 
die Z^(u^y u^ als Functionen von ri aufgefasst oflFenbar ungeändert, 

wenn rj eine Substitution von d-^^^ erfährt. Die Gruppe O*^^^ ist aber, 
wie man sofort übersieht, eine Untergruppe von d' mit endlichem Quo- 
tienten, und folglich eine Fuchs 'sehe Gruppe im Sinne der allgemeinen 
in der Nr. 322 (S. 236) aufgestellten Definition. Seien j, t) zwei zu 
der Gruppe d"^^^ gehörige Fuchs 'sehe Functionen, durch die sich jede 
zu d^^^ gehörige Fuchs 'sehe Function rational darstellen lässt (vergl. 
Nr. 323, S. 241), so besteht zwischen f und Q eine algebraische Be- 
ziehung und sowohl die Z.(Mj, m^) als auch x=f(ri) sind rational 
durch (e, tf) darstellbar. Daraus folgt, dass die Z.(u^y u^ und ebenso 
die y^, yj, • • • y„ algebraische Functionen von x sind, was ja 
übrigens auch schon aus dem Satze der Nr. 158 (Bd. II, 1, S. 99) un- 
mittelbar hervorgeht. 

Man kann also algebraisch integrirbare lineare Differentialglei- 
chungen w-ter Ordnung mit in x rationalen Coefficienten und beliebig 
vorgeschriebenen wesentlichen singulären Stellen bilden, wenn man die 
endlichen Gruppen linearer Substitutionen in n Variabein kennt. 

Im Falle n = 2 haben wir in der Nr. 301 (S. 159) die sämmt- 
lichen endlichen Gruppen linearer Substitutionen aufgestellt, aber auch 
für n > 2 haben sich mehrere Mathematiker mit der Aufgabe, alle 
endlichen Gruppen linearer Substitutionen in n Variabeln zu bestimmen. 
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mit Erfolg beschäftigt. Namentlich hat Herr C. Jordan im 84. Bande 
des Grelle 'sehen Jouraals eine Methode entwickelt, die für jeden ge- 
gebenen Werth von n die Auffindung aller endlichen Gruppen linearer 
Substitutionen gestattet und hat mit Hülfe dieser Methode for n = 3 die 
Aufgabe auch wirklich gelöst. Mit dem Falle n = 3 haben sich dann 
noch die Herren Klein, Valentiner u. A. beschäftigt und die Resul- 
tate des Herrn Jordan theils vervollständigt theils bestätigt. Die 
Frage nach den algebraisch integrirbaren linearen DiflFerentialgleichTiiigen 
von höherer als der zweiten Ordnung wurde von Herrn Jordan in 
der genannten Arbeit ebenfalls discutirt und dann von Herrn Fuchs 
auf einem anderen Wege (Acta Mathematica, Bd. I) untersucht. 

Herr Fuchs geht dabei von den homogenen nicht linearen Rela- 
tionen mit Constanten Coefficienten aus, die (vergL Nr. 186, Bd. 11, 1, 
S. 208) zwischen den Elementen eines Fundamentalsystems einer alge- 
braischen integrirbaren linearen Differentialgleichung von höherer als 
der zweiten Ordnung bestehen. Betrachtet man das allgemeine Inte- 
gral y einer algebraisch integrirbaren Differentialgleichung n-ter Ord- 
nung, so lässt sich für dasselbe der Begriff des reducirten Werthe- 
systems in ähnlicher Weise aufstellen, wie für n = 2 (vergl. Nr. 295, 
S. 136). Das reducirte Werthesystem umfasst nämlich diejenigen Zweige 
der Function y, die so beschaffen sind, dass nicht der Quotient zweier 
dieser Zweige constant ist. Aus den Untersuchungen des Herrn Jor- 
dan kann man schliessen, dass allgemein für ein gegebenes n die 
Anzahl der Elemente eines reducirten Werthesystems des allgemeinen 
Integrals eine angebbare obere Grenze besitzt. Herr Fuchs hat 
für n = 3 diese obere Grenze durch die ihm eigenthümlichen Methoden 
ermittelt, sein Resultat spricht sich in dem folgenden Satze aus: 

Sei 

(«) fivv Vv y») = 

die homogene Relation w-ten Grades (w^ > 1) mit constanten Coeffi- 
cienten, die die Integralcurve S (vergl. Nr. 191, Bd. II, 1. S. 227) 
einer algebraisch integrirbaren linearen Differentialgleichung dritter 
Ordnung mit rationalen Coefficienten darstellt. Wenn das Geschlecht 
p der durch (a) definirten algebraischen ebenen Curve grösser ist als 
Eins, so ist die Anzahl der Elemente des reducirten Werthesystems des 
allgemeinen Integrals y nicht grösser als vier. Ist jp= 1, so ist die 
Anzahl dieser Elemente gleich zwei, drei, vier oder sechs. Endlich 
lassen sich für j9 = die Integrale der Differentialgleichung dritter 
Ordnung, abgesehen von der Wurzel aus einer rationalen Function als 
Factor, als ganze homogene Functionen w-ten Grades der Integrale 
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einer linearen DifPerentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen 
Coefficienten darstellen. 

Wir erinnern daran, dass nach dem von Herrn Fuchs in eben 
dieser Abhandlung bewiesenen Satze, dessen Verallgemeinerung wir in 
der Nr. 191 (Bd. II, 1, S. 226) kennen gelernt haben, das Bestehen der 
Relation (a), wenn m > 2 ist, schon allein die algebraische Integrabilität 
der Differentialgleichung bedingt. 

368. Rüokbliok auf die Untenmohungen der Absohnitte YTTT— XVI. 

SatB von FuohB. 

In neuerer Zeit ist Herr Fuchs von anderweitigen allgemeineren 
Gesichtspunkten ausgehend zu einem auf die algebraisch integrirbaren 
linearen Differentialgleichungen oder, was auf dasselbe hinauskommt, 
die endlichen Gruppen linearer Substitutionen bezüglichen Theoreme 
gelangt. Wir wollen diese Entwickelungen von Herrn Fuchs hier 
darlegen, weil dieselben geeignet sind, die auf lineare Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung bezüglichen Untersuchungen, mit denen 
vnr uns in den Abschnitten XIII — XVI beschäftigt haben, im Lichte 
einer allgemeineren Auffassung erscheinen zu lassen und auf diese 
Weise der Forschung den Weg zur Verallgemeinerung dieser Unter- 
suchungen auf Differentialgleichungen von höherer als zweiter Ordnung 
zu ebnen. 

Wir haben uns, abgesehen von den auf allgemeinere Fragen hin- 
weisenden Nummern 321 — 324, in den genannten Abschnitten aus- 
schliesslich mit solchen Differentialgleichungen zweiter Ordnung der 
Fuchs'schen Classe von der Form 

beschäftigt, deren projective Monodromiegruppe die Eigenschaft besass, 
dass ihre Substitutionen Verschiebungen in Bezug auf einen ge- 
wissen (realen, imaginären oder auf einen Punkt reducirten) Orthogonal- 
kreis sind. In der That besitzt die Legendre*sche Differentialglei- 
chung (L) (S. 1), allgemeiner jede Gauss^sche Differentialgleichung, für 
welche die 

reciproke ganze Zahlen oder Null sind und auch jede Differential- 
gleichung, deren ujiabhängige Variable eine Fuchs'sche Function des 
Integralquotienten ist, diese Eigenschaft, und das Gleiche gilt offenbar 
von jeder algebraisch integrirbaren linearen Differentialgleichung zwei- 
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ter Ordnung von der Form («), da, wie in den Nummern 299 — 301 
gezeigt wurde, die projective Monodromiegruppe einer solchen Differen- 
tialgleichung mit der Gruppe einer rational umkehrbaren Dreiecksfiinc- 
tion identisch sein muss. 

Wenn wir wie gewöhnlich den Mittelpunkt des Orthogonalkreises 
in den Punkt 17 = verlegen, so lautet die Gleichung dieses Kreises 

« 

wo c positiv, negativ oder Null sein kann, und die projectiven Sub- 
stitutionen 

die Verschiebungen in Bezug auf den Orthogonalkreis (/)) darstelleo^ 
sind durch die Gleichung (VIII) der Nr. 282 (S. 89), d. h. in unserem 
Falle durch die Gleichung 

(y) ri^ — c=\yfi + S\\ri'ri' — c), 

charakterisirt. 

Führen wir in gewohnter Weise durch die Gleichungen 

1 /dz 1 /dz 

dasjenige Fundamentalsystem von (a) ein, als dessen Quotient 17 er- 
scheint, und betrachten an Stelle der projectiven Substitutionen Sij 
die entsprechenden homogenen unimodularen Substitutionen 

< = 8u^ = ±(/SWi + awj), 

so lautet nach Multiplication mit u^ • ü^ die Gleichung des Orthogonal- 
kreises 

und die Bedingung (y) nimmt die Form an 

d. h. man kann die Eigenschaft der homogenen unimodularen Substitution 
S einfach dahin aussprechen, dass diese Substitution die in 
den Wj, Wjj und ihren conjugirten Wei:then ü^, «^ bilineare Form 
mit realen Coefficienten 

ungeändert lässt. Wir können also die zu Beginn dieser Nummer 
ausgesprochene Bemerkung über unsere vorangegangenen Untersuchungen 
in die folgende Form kleiden: 
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Wenn die Differentialgleichung (a) eine Gauss*sche Dif- 
ferentialgleichung mit eindeutig umkehrbarem Integralquo- 
tienten oder allgemein eine Fuchs'sche Differentialgleichung 
ist oder aus einer solchen Differentialgleichung durch eine 
Transformation von der Form 



z = ip(x), u=Y^v, 



iwo (p(x) eine rationale Function bedeutet, hervorgeht, also 
insbesondere wenn die Differentialgleichung (a) algebraisch 
integrirbar ist, so giebt es stets eine aus den Elementen 
Uj^, Wg eines Fundamentalsystems und den conjugirten Wer- 
then ü^, üg gebildete bilineare Form mit realen Goefficienten 

die ungeändert bleibt, wenn die u^, u^ eine Substitution der 
homogenen Monodromiegruppe der Differentialgleichung (a) 
erfahren, oder mit anderen Worten, wenn einen beliebigen 
geschlossenen Umlauf in seiner Ebene vollzieht. 

Eine analoge Eigenschaft besteht nun, wie Herr Fuchs gezeigt 
hat, für eine algebraisch integrirbare lineare Differentialgleichung be- 
liebiger Ordnung; Herr Fuchs erschliesst dies aus einem allgemeinen 
Theorem, welches folgendermassen lautet. 

Sei 

eine von dem Gliede mit — - — r befreite lineare Differential- 

gleichung, *deren Goefficienten eindeutige Functionen der 
unabhängigen Yariabeln sind, und möge die unimodulare 
Monodromiegruppe & dieser Differentialgleichung die Eigen- 
schaft haben, dass die zu einer beliebigen Substitution von 
@ gehörige Fundamentalgleichung durch die reciproken 
Werthe der Wurzeln derjenigen Gleichung befriedigt wird, 
die aus dieser Fundamentalgleichung dadurch hervorgeht, 
dass ihre sämmtlichen Goefficienten durch ihre conjugirten 
Werthe ersetzt werden; dass ferner unter den Substitutionen 
von wenigstens eine enthalten ist, deren Fundamental- 
gleichung lauter von einander verschiedene Wurzeln vom 
absoluten Betrage Eins besitzt, so giebt es eine aus den Ele- 
menten eines Fundamentalsjstems 
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«1» «»> • • «, 



und den conjugirten Werthen 

«1, »„ • • • ö^ 

« 

gebildete bilineare Form mit realen, constanten Coefficienten- 
yerhältnissen vod der Gestalt 

die durch alle Substitutionen von & in sich selbst transfor- 
mirt wird. 

369. Eigensohaften der SubBtitationen» die den Anfordercm^n des 

Fuoh8*sohen Satzes genügen. 

Bezeichnen wir mit 

J (.•,x = l,2,-n) 

eine beliebige Substitution von & uud denken uns die zu S gehörige 
Fundamentalgleichung 

(1) |a.^ — d.^a}| = (<,*=»!, 2, ...n) 
nach Potenzen von (o geordnet 

(2) (— l)"a)*'+ a,iD'*"VH 1- a^_^a} +1=0, 

so sind die Goefficienten 

^lf^V'"\^l7 «n=l 

offenbar in der Form 

(3) a, = (— 1)""'2;B, (»=i,«. ■• ») 

darstellbar, wo R^ eine Hauptsubdeterminante (Subdeterminante, 
deren Diagonalglieder unter den Diagonalgliedem a^^ der ursprüng- 
lichen Determinante enthalten sind) Z-ter Ordnung der Determinante 

bedeutet und die Summation über alle Hauptsubdeterminanten l-i&r 
Ordnung zu erstrecken ist. 

Zufolge der Voraussetzung hat die Gleichung (2) mit der Gleichang 

a>* + ««_i<ö'*'' + • • • + äjCO + ( — 1)" = 
sämmtliche Wurzeln gemein, es ist also 
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d. h. mit Bücksicht auf die Gleichungen (3) 

(4) 2;ä, = 2;5,_,. 

Möge wie gewöhnlich A.^ die zu dem Elemente a^. gehörige Sub- 
determinante (» — l)-ter Ordnung von 



a.^\ (»,«=l,»,...n) 



bedeuten y so dass also 

ist, dann lautet die Gleichung (4) insbesondere für oc = 1 



n n 



(5) 2<^ii=2'^ii' 

,•=1 |=al 

Sei £1 eine Substitution von &, die so beschaffen ist, dass die 
sämmtlichen Wurzeln co^, o^, • • • <d^ der zu Ä gehörigen Fundamental- 
gleichung von einander verschieden und dem absoluten Betrage nach 
gleich Eins sind (die Existenz mindestens einer solchen Substitution 
wurde ja vorausgesetzt) , dann können wir uns das der Gruppe @ zu 
Grunde liegende Fundamentalsjstem 

als das zu H gehörige canonische Fundamentalsystem gewählt denken, 
so dass also 

HU^ = (O^U^ (» = 1,8,..«) 

ist. 

Bedeute femer 

T^(b^^) (.■,x=-i,2,...«) 

irgend eine andere Substitution von 0^ so müssen zufolge der über 
die Gruppe ® gemachten Annahme die den Gleichungen (5) analogen 
Gleichungen auch für die Substitution 

erfüllt sein^ wo r eine beliebige ganze Zahl bedeutet. Nun ist aber 

(0-' = ihr' ^-' i^<r\ 

wir haben folglich (vergl. Nr. 30, BA I, S. 92) 



7» 



1=1 

n 



IX „^^ tl Ix l * 



i=l 
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wo C^ , B^^ beziehvmgsweise die zu den Elementen c^., h^. der Deter- 
minanten * 

gehörigen Subdeterminanten bedeuten. Die der Gleichong (5) analoge 
Gleichung lautet daher für die Substitution (c^^) 



n n 



(5a) 2^ ZiB^,Ai - «» *»)«; = 0, 

1 = 1 t = l 

da ja 

a)~ = ö^ (1=1, 2, -i») 

sein sollte. 

Setzen wir in (5a) für r die Werthe 0, 1, • • • n — 1 ein und 
beachten^ dass die o^, cd^, ••• id^ von einander verschieden, also die 
Determinante 

ist, so schliessen wir, dass 

n 

(6) 2'(4iÄ.-««U=-0 (.-1...-.) 

1 = 1 

sein muss. 

Nehmen wir insbesondere 

T=(6J = Ä, 

SO ergiebt sich aus (6) die Gleichung 

(7) , Ä..==a., (t=i,a,-..n). 

Diese Gleichung besteht für jede Substitution von S^ also auch für 
die Substitution (c. ): mit Bücksicht auf die Ausdrücke der c. , C. 
haben wir demnach 

n 

<al 

und wenn wir hierin dem r wieder die Werthe 0, 1, • • • n — 1 bei- 
legen, so folgt wie oben, da die oj^, aj^, •••<»„ von einander verschieden 
sind, 

(8) 5.,I,. = a.,6,. (/,/=i,2,-..). 
Nehmen wir nunmehr 

T=(6,,) = Kr = (A-.) = s^S 

so ergeben die Gleichungen (8) 
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(9) a,,2,. = a.,^,. (.•.^«1,2,...«), 
und wenn wir andererseits 

setzen^ so folgt aus (8) 

(10) A.^A^. = a^^a^. d,*«!,«,-»). 
Endlich ergiebt das Gleichungssystem (8) für 

die Gleichungen 

n n 

und wenn wir hierin abermals r = 0, l,--«n — 1 nehmen^ so schliessen 
wir aus der Verschiedenheit der <öi; oJg; • * • o?^; d^ss 

sein muss. 

370. Beweis des Fuchs'sohen Satses und Anwendung desselben 

auf endliche Gruppen. 

Wenn die Integrale m^, u^, - - - u^ der Differentialgleichung (1) die 
Substitution 

^=(^ix) (••,« = 1,8,-») 

der Monodromiegruppe & erfahren, so erleiden die conjugirten Werthe 
dieser Integrale die conjugirte Substitution 

S= (ä.J (i,x = l,S,...n). 

Betrachten wir also die bilineare Form 

n 
x=l 

deren Coefficienten Ä^ von j? unabhängige Grössen sind, so verwandelt 
sich dieselbe durch Anwendung der Substitution S in 

n n 



1 = 1 x=l 



WO 
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n 



ax 
a=l 



gesetzt wurde. Bestimmen wir die J.^, • • • Ä^ aus den Gleichungen 
so ergiebt sich 

also mit Rücksicht auf die Gleichungen (7) 

(12) ^ = :^ (x = 2,3,...«). 

^ ^ ^1 «xl 

Die Gleichung (9) lehrt also, dass die Verhältnisse der 
Grössen 

real sind. 

Setzen wir die Ausdrücke (12) in V.^ ein, so ergiebt sich 

^ a = l 

Nun ist aber nach Gleichung (11) 



,^^ at ax a . 

a = l «1 



A A^.A. = a. a a . 

ax xl \a Ix xa al 



und folglich 














'*axAa 


^ax^l 


x^xa al 






««1 


^al^ax-^xl 


oder mit Rücksicht auf (9) und 


(10) 




d. h. wir erhalten 


ax la xtt 
"al «xa 


ix xa xa Ix 


Hieraus folgt 


Pin 


■*xl = 1 

P„_0, fQr 


(.•.x = l,2,..ii) 






^«« 


«1« 


^Ix^'xl 






A 


4x1 


-^xl^xl 



also mit Rücksicht auf die Gleichungen (10) 

-^xx __ ^Ix Ae 

A " «xl ~ A' 
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d. h. wir haben 

-Pxx = ^x (« = !.«. ») 

und folglich 

?, = 9>- 

Wenn wir also die Coefficienten der Form 9 durch die 
Gleichungen (12) bestimmen, so bleibt diese Form ungeändert, 
"wenn die u^. u^, - - • u die Substitution S erleiden. 

Für die beliebige Substitution 

T=(bf^ (MX«!,»,..«) 

von © wird ebenso die Form 

B^u^ü^ + ^2S^2 + • • • + Sn\K 
mit den realen Goefficientenverhältnissen 

■®x -^ix 

^p- = -J-— (x = »,8, ...11) 

ungeändert bleiben, wenn auf die t^i, w^, • • • u^ diese Substitution T 
ausgeübt wird; da aber für irgend zwei Substitutionen S, T der Gruppe 
6^ die Gleichungen (8) gelten, so haben wir 



oder nach (10) 


^ix »ix 
«1 ^xl 




es ist also 


^ix Ax 
^1 «xl' 






P = . (x = 2,3,. 


«), 



d. h. die invariante bilineare Form ist fiir jede Substitution von @, 
abgesehen von einem constanten Factor, dieselbe, oder mit anderen 
Worten: 

Die Form 9? bleibt ungeändert, wenn auf die m^^, ti^, • • • u^ 
irgend eine Substitution der Gruppe & angewandt wird. 

Damit ist aber der Beweis des am Schlüsse der Nr. 368 (S. 393) 
ausgesprochenen Fuchs'schen Satzes geliefert. 

Wir bemerken, ohne auf den Beweis einzugehen, dass, wie Herr 
Fuchs gezeigt hat, dieser Satz auch eine ümkehrung zulässt, und 
dass der Satz sowohl wie seine Umkehrung auch dann gültig bleiben, 
wenn in der gegebenen DiflFerentialgleichung das Glied mit der (n — l)-ten 
Ableitung nicht fehlt. 

Sei nun & eine endliche Gruppe homogener linearer nnimodularer 
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Substitutionen und bedeute 8^ eine beliebige Substitution dieser Gruppe: 
Dann sind (Nr. 367, S. 388) die Wurzeln der zu S^ gehörigen Funda- 
mentalgleichung ganzzahlige Einheitswurzeln; diejenige Gleichung, die 
aus der Fundamentalgleichung dadurch hervorgeht, dass man in jedem 
Goefficienten -j- * i^^ — * verwandelt, wird demnach durch die reci- 
proken Werthe der Wurzeln der Fundamentalgleichung befriedigt. Wir 
haben also den Satz: 

Wenn unter den Substitutionen einer endlichen und uni- 
modularen Gruppe wenigstens eine enthalten ist, deren Fun- 
damentalgleichung lauter von einander verschiedene Wurzeln 
besitzt, so giebt es eine bilineare Form der Gestalt 

mit realen Goefficientenverhältnissen, die ungeändert bleibt, 
wenn auf die w^, Wg, • • • u^ eine Substitution der Gruppe an- 
gewandt wird. 



371. Kriterium dafür, dass die Monodromiegruppe einer 

gleiohung eine bilineare Form mit oonjugirten Variabelen 

ungeändert läset. 

Der am Schlüsse der vorigen Nummer bewiesene Satz lehrt, dass 
ebenso wie für n = 2 auch fOr ein beliebiges n die algebraisch inte- 
grirbaren linearen Differentialgleichungen n-ter Ordnung sich in die 
Classe von linearen Differentialgleichungen einordnen, deren Monodro- 
miegruppe eine aus den Elementen eines Fundamentalsystems und 
dessen conjugirten Werthen gebildete bilineare Form mit constanten 
und realen Goefficienten ungeändert lässt. Die hohe Bedeutung dieser 
Glasse von Differentialgleichungen erhellt auch andererseits daraus, dass 
die Fuchs'schen Differentialgleichungen zweiter Ordnung dieser Classe 
angehören. Man kann nun nach Herrn Fuchs ein einfaches Kriterium 
daftlr angebeil, dass eine vorgelegte Differentialgleichung 

(1) l'o^+l'x^7r:i+---+i',« = 

der gedachten Glasse angehört. 

Zerlegen wir nämlich w, und die Goefficienten p^ von (1) in ihre 
realen und imaginären Theile 

u = t? + wi, 

(2) =x + yi, 

p =P -{- Q i, (x=o,i, . ,.) 
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SO sind also v, w, P^, Q^ reale Functionen der realen Yariabelen x, y, 
die die partiellen Differentialgleichungen 



(3) 



dv dw 
dx dy* 


dw 

dx 


dv 


dx dy ' 


dx 


3» 



befriedigen. Setzen wir die Werthe (2) in die Differentialgleichung (1) 
ein und beachten^ dass 

^u a^t; , . d^w d^w . a^« „ 

ist^ so zerfällt (1) in die beiden Differentialgleichungen 

n 

^V'd^r^*'^^'''d^V^' 

aus denen durch Elimination Ton v beziehungsweise to die Qleichongen 



x=0 
n— 1 



hervorgehen, wo 

K='KK-\rQ.Q^, K-Q.P.-P.Q. (x=o..,. -i, 



gesetzt wurde. 

Ersetzen wir in (4) 

dw j, ^ dv 

K— durch — ^ , 
ex dy* 

und in (5) 

dv ^ ^ dw 

ö— durcn k— , 

so ergiebt sich, dass sowohl v als auch i<; die partielle Differential- 
gleichung 

(») I {K p + i', ,-^S^) + (P.- + e.V - 

befriedigen. Bedeuten umgekehrt v, w den realen Theil und Goeffi- 
cienten von i einer monogenen Function der complexen Variabein 

Sohlesinger, DiiTerentialgleichangen. II , S. 26 



402 XVII. Theorie der Zetafunctionen. Kapitel 4. 

e = x -^ yi 

und befriedigen v, w die partielle DifFerentialgleichung (6), so folgt 
indem man die angegebene Rechnung rückwärts verfolgt, dass v-\-ui 
eine Lösung der linearen Differentialgleichung (1) sein müsse. 
Betrachten wir nun ein Fundamentalsystem 

W^ = V^ + W^i (x = l,2,...») 

der Differentialgleichung (1), so befriedigen die v^y w^ die Differential- 
gleichung (6) und folglich die Ausdrücke 

(«,2 = 1,8, .•• »), 

diejenige lineare partielle, Differentialgleichung , der die Quadrate der 
Lösungen der Differentialgleichung (6) Genüge leisten. 
Wenn also eine aus den 

w, , • • • w , ö, , • • • w 

gebildete bilineare Form mit constanten Coefficienten bei 
allen Substitutionen der Monodromiegruppe & der Differen- 
tialgleichung (1) ungeändert bleibt, so muss die partielle 
Differentialgleichung, der die Quadrate der Integrale von (6) 
Genüge leisten, durch eine eindeutige Function der beiden 
realen Variabein x^ y befriedigt werden. 



Fünftes Kapitel. 

372. DifTerentialgleichtingen mit algebraisohen Coeffioienten; 

mit doppeltperiodischen Ooefftoienten. 

Wir waren zu Beginn dieses Abschnittes (Nr. 350, S. 329) von 
dem Probleme ausgegangen, die Darstellung der allgemeinen Lösung 
y einer linearen Differentialgleichung, deren CoefBcienten algebraische 
Functionen von x sind, in der Form zu geben, dass diese Lösung und 
die unabhängige Variable x simultan als eindeutige Functionen einer 
Hülfsyariabeln 17 erscheinen, haben uns aber dann mit Rücksicht auf 
eine an früherer Stelle dargelegte Beductionsmethode auf die Betrach- 
tung von Differentialgleichungen mit rationalen Goefßcienten be- 
schrankt. Wir nehmen jetzt die Frage in der allgemeineren Fassung 
wieder auf, wo die GoefBcienten der Differentialgleichung algebraische 
Functionen der unabhängigen Variabein sind, um eine Reihe von 
Problemen zu formuliren, deren Bedeutung nicht so klar hervortritt, 
wenn man die vorgelegte Differentialgleichung mit Hülfe des gedachten 
Reductionsverfahrens auf eine solche mit rationalen Coefficienten zurück- 
führt. 

Wie in der Nr. 187 (Bd. 11, 1, S. 213 ff.) bemerkt wurde, können 
wir die gegebene Differentialgleichung mit algebraischen Coefficienten 
in der Form 

zu Grunde legen, wo die Coefficienten p^ixy 5), • • • p^{Xy s) rationale 
Fimctionen der durch eine algebraische Gleichung 

(2) F{x, s) = 

vom Range p mit einander verknüpften Variabelen (x, s) sind. Wir 
setzen überdies voraus, dass die Integrale von (1) keine Punkte der 
Unbestimmtheit besitzen, und fassen diese Bedingung auch in demVor- 
liegenden allgemeinen Falle in die Aussage zusammen, dass die Diffe- 
rentialgleichung (1) der Fuchs'schen Classe angehören möge. 

26* 
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Es lässt sich dann stets eine Fuchs'sche Functions: = f(rjf) finden^ 
die so beschaffen ist, dass sowohl s als auch das allgemeine Int^nd y 
von (1) als eindeutige Functionen von ri erscheinen, z. B. kann man 
f(ri) so wählen, dass diese Function die Verzweigungspunkte der alge- 
braischen Function s von x und diejenigen a:-Werthe, zu denen Werthe- 
paare (s, x) gehören, für die die Coefficienten von (1) unendlich werden, 
auslasst. 

Führen wir dann i;, beziehungsweise die Grössen 



-l/dx l/5« 



in die Differentialgleichung (1) an Stelle von x als unabhängige 
Variable ein, so sind f&r die so entstehende Differentialgleichung in ihrer 
invarianten Gestalt 

1. die Coefficienten Fuchs^sche Functionen von 17, 

2. die sämmtlichen Integrale eindeutige Functionen von 17. Wir 
wollen diese beiden Eigenschaften der gedachten Differentialgleichung 
gesondert betrachten. 

Die erste Eigenschaft hat dieselbe offenbar mit jeder Differential- 
gleichung gemein, die aus einer Differentialgleichung mit in {Xy s) 
rationalen Coefficienten durch Einführung von 1/ beziehungsweise u^, tf, 
als neuer unabhängiger Variabein hervorgeht, die zweite Eigenschaft 
dagegen ist wesentlich bedingt durch die Beschaffenheit der aingolären 
Stellen von (1) und durch die Natur der Monodromiegruppe dieser 
Differentialgleichung. 

Etwas anders gefasst führt diese Ueberlegung zu dem folgenden 
Problem. 

Denken wir uns die durch die Gleichung (2) verknüpften Variabeln 
Xj s auf irgend eine Weise als eindeutige Fuchs 'sehe oder Klein*sche 
Functionen einer Hülfsvariabeln t dargestellt, z. B. auf die in der 
Nr. 324 (S. 242 ff.) beschriebene Art, und sei (1) eine vorgelegte Dif- 
ferentialgleichung der Fuchs 'sehen Classe mit in (x, s) rationalen 
Coefficienten. Führen wir in (1) an Stelle von x die Grösse t als neue 
unabhängige Variable ein, so erhalten wir eine Differentialgleichung (la), 
die in ihrer invarianten Gestalt Coefficienten besitzt, die Fuchs'sche 
beziehungsweise Klein 'sehe Functionen von t sind. Wie muss die 
Differentialgleichung (1) beschaffen sein, damit auch die In- 
tegrale von (la) eindeutige Functionen von t werden? 

Die exacte Lösung dieses Problems bietet nicht unerhebliche 
Schwierigkeiten dar, obwohl eine Anzahl nothwendiger Bedingungen 
durch Umkehrung der beim Poincare 'sehen Principe zur Anwendung 
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g^elangten üeberlegungen sofort angegeben werden kann. Wir be- 
schränken uns auf die Behandlung der Frage in dem besonderen Falle, 
nvo die algebraische Gleichung (2) vom Bange Eins ist, ein Fall, der 
in der Litteratur ausführlich untersucht worden ist und zu, namentlich 
für die mathematische Physik, bedeutsamen Resultaten gefQhrt hat. 

Wenn p = 1 ist, so können wir die zwischen x und s bestehende 
Gleichung ohne Beschränkung der Allgemeinheit in der Form 

(2a) s^^{l—x'){l — x^x') 

T^oraussetzen, wo x eine Gonstante bedeutet, und dann den Parameter t 
gleich dem elliptischen Integrale erster Gattung 

J V(i - «») (1- xV) 



nehmen, so dass also x und s in der Gestalt 

a? = sn ^, 

als eindeutige doppeltperiodische Functionen von t mit den Perioden 

erscheinen. 

Führen wir in die Differentialgleichung (1) t als unabhängige 
Variable ein, so erhalten wir 

(la) £Ly + «^(0£llK + ... + ^^(f)y = o, 

und die ^^(t), • • • ^^(0? ^® ^^^^ *^® ^®° ^x(^^ ^) ^^^ ^®^ Ableitungen 
der doppeltperiodischen Function x Ton t rational zusammensetzen, sind 
schon selbst eindeutige doppeltperiodische Functionen von t, 
so dass wir also in diesem Falle gar nicht zu der invarianten Gestalt 
der Differentialgleichung überzugehen brauchen. Die Bedingungen da- 
fQr, dass die Integrale von (la) eindeutige Functionen von t werden, 
lassen sich dann in folgender Weise formuliren. 



373. Differentialgleiohiiiigen mit doppeltperiodisohen Ooefüolenten 

und eindeutigem Integral. 

Zunächst ist klar, dass wenn, wie wir voraussetzen, die Differential- 
gleichung (1) der Fuchs 'sehen Classe angehört, die eindeutigen Func- 
tionen, die die Differentialgleichung (la) befriedigen sollen, nur dort 
unbestimmt werden können, wo dies für die elliptischen Functionen 
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sn tf cnt, dnt 

der Fall ist, Ah. f&r ^ = cx> . Die Integrale von (la) müssen also für 
alle endlichen Werthe von t den Charakter rationaler Functionen habe^ 
und sind folglich nach einem bekannten Satze der Functionentheorie 
als Quotienten beständig (d.h. für alle endlichen Werthe yon t) 
convergenter Potenzreihen von t darstellbar. 

Betrachten wir femer den Fundamentalbereich der elliptischen 
Functionen x und s von t^ d. h. das zu diesen Functionen gehörige 
Periodenparallelogramm, so können wir dasselbe dadurch erhalten, dass 
wir die zu dem elliptischen Gebilde (2 a) gehörige zweib^ittrige und 
dreifach zusammenhängende Rie mann 'sehe Fläche T, etwa in der in 
der Nr. 187 (Bd. 11, 1, S. 213) för beUebiges p beschriebenen Weise, 

durch zwei Querschnitte a, 6 in eine 
einfach zusammenhängende T zer- 
schneiden (vergl. die Fig. 33) und 
dannT auf die Ebene der complexen 
Yariabeln t abbilden. Dann müssen, 
damit die Integrale von (la) ein- 
deutige Functionen von t werden, zu- 
nächst die Integrale von (1) in der zer- 
schnittenen Riemann'schen Fläche 
T eindeutig sein. Die Bedingungen 
hierfür lassen sich in algebraische Bedingungen für die Goefficienten 
j)^, ' ' ' p^ umsetzen. Man hat nämlich nur die Bedingungen dafür auf- 
zustellen, dass die Integrale von (1) in der Umgebung der einzelnen 
singulären Stellen dieser Differentialgleichung den Charakter von ratio- 
nalen Functionen des durch die Gleichung (2 a) definii-ten algebraischen 
Gebildes (x, s) besitzen, dann sind die Integrale in der Umgebung 
jeder Stelle von T eindeutig, also unverzweigt innerhalb T, und folglich, 
da T einfach zusammenhängend ist, innerhalb T schlechthin eindeutig. 
Die Integrale von (1) müssen aber überdies so beschaffen sein, 
dass sie, wenn x einen in der unzerschnittenen Fläche T verlaufenden 
Weg beschreibt, der t zu seinem Äusgangswerthe zurückführt, eben- 
falls ungeändert bleiben. Dies ist eine Bedingung für die Monodromie- 
gruppe der Differentialgleichung (1), die sich wie folgt aussprechen 
lässt. Sei 

ein Fundamentalsystem von (1), so erfahren diese Integrale, wenn x 
die Querschnitte a, & im positiven Sinne (vergl. die Pfeile in der 
Figur 33) überschreitet, beziehungsweise die Substitutionen 
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Diese beiden Substitutionen mit ihren inversen bilden eine Basis der 
Monodromiegruppe & der DiflFerentialgleichung (1). Das Integral erster 
Gattung t erleidet, wenn x die Querschnitte a, b im positiven Sinne über- 
schreitet, die Substitutionen 

diese bilden mit ihren inversen eine Basis der doppeltperiodischen 
Gruppe &. Diejenigen Wege von x in der Fläche T, durch welche t 
zu seinem Ausgangs werthe zurückgeführt wird, können dann dahin 
charakterisirt werden, dass ihnen die identische Substitution der Gruppe 
^ entspricht, und die Bedingung für die Monodromiegruppe der 
DifPerentialgleichung (1) besagt demnach nichts anderes, als dass die 
Gruppen d' und & in dem Sinne isomorph sein müssen, dass jeder 
Substitution von d" eine bestimmte Substitution von @ entspricht. 

Die charakteristische Eigenschaft der Gruppe d" besteht nun darin, 
dass ihre Substitutionen mit einander vertauschbar sind, d.h. dass 
für die Gomposition derselben das commutative Gesetz gültig ist. Folg« 
lieh muss auch die Gruppe G so beschaffen sein, dass ihre 
Substitutionen dem commutativen Gesetze gehorchen. Man 
sagt von einer Gruppe, die diese Eigenschaft besitzt, sie sei eine 
AbeTsche Gruppe. 

Damit eine AbeTsche Gruppe sei, ist zunächst erforderlich, 

dass die Substitutionen A, B selbst mit einander vertauschbar seien, 

d. h. dass 

äB = Bä 

oder ausführlicher geschrieben 

n H 

sei. Sind nun zwei Substitutionen By G mit A vertauschbar, d. h. ist 

BA = AB, CA^AO, 

so ist für die aus B, C componirte Substitution 

BC A = BAC = A'BC, 

d. h. auch BC ist mit A vertauschbar. Ferner ist offenbar, wenn B 
mit A vertauschbar ist, auch B~^ mit A^^ vertauschbar. Aus diesen 
beiden Bemerkmigen folgt, dass, wenn A mit B vertauschbar ist, auch 
jede aus 

A, B, A-\ BT' 
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componirte Substitution mit jeder anderen aus diesen vier Substitutionen 
componirten Substitution vertauscbbar sein muss. Die Yertausclibarkeit 
Yon A und B ist also zugleich hinreichend daf&r, dass die Gruppe S 
eine Abersche sei. D. h. nebst den algebraischen Bedingungen, die 
die Eindeutigkeit der y^, y^, • • • y^ in der zerschnittenen Flache T 
zur Folge haben, ist für die Eindeutigkeit dieser Integrale als Func- 
tionen von t nothwendig und hinreichend, dass die beiden Substitntioneii 
Äj B mit einander vertauschbar seien. 

Diese letztere Bedingung ist aber stets von selbst 
erfüllt 

Um dies einzusehen, brauchen wir nur den in der zerschnittenen 
Fläche T verlaufenden Weg zu betrachten, der entlang den beiden 
Ufern der Querschnitte a, h führt. Gehen wir z. B. mit dem Funda- 
mentalsysteme [yj von ß aus (vergl. Fig. 33) das linke Ufer von l 
entlang nach a, so haben wir in a die Integralwerthe Ä[y^, gehen 
wir weiter von a längs des linken Ufers von a nach d, so stellt 
ÄB[yJ daselbst die Integralwerthe dar; yon 6 weiter längs des rechten 

Ufers von b nach y gelangend haben wir in y ABJT [yj, und wenn 
wir endlich längs des rechten Ufers von a nach ß zurückkehren, so 
haben wir in ß die Integralwerthe ABAT^ E~^\y^, Da aber auf 

einem in T verlaufenden geschlossenen Wege die [yj zu ihren Aus- 
gangswerthen zurückgeführt werden, ist 

ABA-^B^^ = l, 

d. h. in der That 

AB^BA. 

Wir haben also den Satz: 

Die Bedingungen dafür, dass die Lösungen von (1) be- 
ziehungsweise (la) eindeutige Functionen von t mit der ein- 
zigen Unbestimmtheitsstelle t=oo seien, fallen mit den Be- 
dingungen dafür zusammen, dass diese Integrale in der 
Umgebung jeder singulären Stelle {Xj s) der Differentialglei- 
chung (1) den Charakter rationaler Functionen von x und $ 
besitzen, und sind folglich stets durch algebraische Glei- 
chungen, denen die Coefficienten von (1) zu genügen haben, 
ausdrückbar. 
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374. YertauBOhbare Substitutionen. Bilineare Form mit 

oontragredienten Variabein. 

Die Eigenschaft der Sabstitutionen Ä, B, mit einander yertausch- 
bar zu sein^ lässt sich in einer etwas anderen Form darstellen^ wenn 
man die zu der Differentialgleichung (1) adjungirte Differential- 
gleichung 

beranzieht. Wir schicken die folgende Hülfebetrachtang voraus. 
Sei 

eine bilineare Form in den beiden Yariabelnreihen 
Transformiren wir die \y ] durch die Substitution 



n 



die [5j durch die Substitution 



Py^-^^P^iVi («=-1.«.-«), 



% 



<»1 
so lautet die transformirte Form 



Q^n^^^ni^i (*=i'»> '-h 



n % 



» 

wo q^. = q^^ gesetzt wurde. Die Coefficienten der transformirten Form 
sind also nichts anderes wie die Elemente der Substitution 



Q'AP, 



wo 



gesetzt wurde. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafdr, dass die 
bilineare Form q> bei Anwendung der Substitutionen P, Q auf die 
Yariabeln [yj, [^rj ungeändert bleibe, ist also: 
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Seien nun die beiden Yariabelnreihen [yj, [z^ contragredient 
(vergl. Nr. 23, Bd. I, S. 65flF.), d.h. mögen, wenn die [yj die Substi- 
tution P erfahren, die [xrj die reeiproke Substitution 

Q= n=^ (ä^P (flr,/5r = l,2,...») 

erfahren, wo sr^^ die zu dem Elemente p^^ gehörige Subdeterminante 
der Determinante 

dividirt durch diese Determinante selbst bedeutet. Setzen wir dann 
80 ist (vergl. Nr. 30, Bd. I, S. 95) 

Damit also die bilineare Form tp mit den contragredienten Variabein- 
reihen [yj, [jgfj durch Anwendung der Substitution P in sich selbst 
übergeht ist erforderlich, dass 

p-^AP = Ä 

sei, d. h. die Substitution P muss mit der aus den Goefficienten der 
Form 9 gebildeten Substitution A vertauschbar sein. Umgekehrt 
lässt eine Substitution P, die mit Ä vertauschbar ist, die bilineare 
Form (p mit contragredienten Yariabelnreihen auch stets ungeandert. 
Bezeichnen wir nunmehr mit js^, ^g, • • • ^^ das dem Fundamental- 
systeme y^f y^} ' ' ' Vn ^®^ Differentialgleichung (1) adjungirte Funda- 
mentalsystem von (I), so sind diese beiden Fundamentalsysteme contra- 
gredient; folglich hat die mit den Goefficienten der Substitution Ä ge- 
bildete bilineare Form 

i X 

nach der eben gemachten Bemerkung die Eigenschaft, bei allen Sub- 
stitutionen der Gruppe S ungeandert zu bleiben. Diese Form ist dem- 
nach eine in der unzerschnittenen Fräche T eindeutige Function, und 
folglich, da die Differentialgleichung zur Fuchs'schen Glasse gehört, 
eine rationale Function von x und s. 

Betrachten wir nun die lineare Differentialgleichung, der die Pro- 
ducte yz der Lösungen der Differentialgleichungen (1) und (I) Genüge 
leisten, so ist dieselbe allgemein von der Ordnung n ; da aber (Nr. 23, 
Bd. I, S. 62) 

n 
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ist^ so reducirt sich die Ordnung dieser Differentialgleichimg auf (n — 1). 
Die bilineare Form q> ist eine Lösung der gedachten Differentialglei- 
clmng; dieselbe besitzt also ein in x und s rationales Integral, 
d. h. ein Integral, welches eine eindeutige doppeltperiodische 
Function von t ist und für alle endlichen Werthe von t den 
Charakter einer rationalen Function hat. 



375. Untersuchung der FundamentalgLeiohungen vertausohbarer 

SnbBtitutionen. 

Aus der Vertauschbarkeit der Substitutionen der Gruppe & können 
wir eine Reihe wichtiger Folgerungen ziehen, die den analytischen 
Charakter der Lösungen der Differentialgleichungen (1) anzugeben ge- 
statten. 

Wir haben zu dem Ende nur die Erörterungen des dritten Ab- 
schnittes (Bd. I) auf die beiden Substitutionen Ä, B anzuwenden. Be- 
trachten wir etwa die Substitution Ä und sei 

ein Factor der zu A gehörigen Fimdamentalgleichung 
(3) F(m) = \aj^^ — d^^a}| = (a,«=i,2,...ii). 

Bezeichnen wir wie im dritten Abschnitte mit a. die Coefficienten der 

• ^^ ^^^ 

Substitution Ä\ dann liefern (Nr. 35, Bd. I, S. 117) die Lösungen des 
Gleichungssystems 

n 

die Coefficienten derjenigen linearen Gombinationen der y^ V^j ' ' * V^y 
die der Relation 

(5) Ij^A\ + lj^_^^A^'-'^ u -\ 1-^0^ = 

Genüge leisten, wo durch ^*w diejenige Function bezeichnet wurde, 
in welche sich das Integral u der Differentialgleichung (1) verwandelt, 
wenn auf die [yj die Substitution A!^ angewandt wird. 

Sei das Gleichungssystem (4) vom Range n — r, und bedeute 

ein System linear unabhängiger Lösungen desselben. Bezeichnen wir 
mit fci't^ die Coefficienten der Substitution B^ imd bilden die Ausdrücke 



J 
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(6) 



2'^^r 



A==l 



(/» = 1, »,■••), 



BO ist zufolge der Vertauschbarkeit von Ä" mit £^ 

X X 

und folglich 

X h 

X h 

X h 

d. h. die Ausdrücke (6) sind für jeden Werth von ß eben 
falls Losungen des öleichungssystems (4). 

Wir können folglich ein System von t' Constanten 
so bestimmen^ dass insbesondere 



2'^jr -2%^^ 



0") 

X 



(y=l,3,--<) 



A»l 



(«=l,2,...»i) 



ist; aus diesen Gleichungen ergiebt sich aber sofort 



(7) 



*=1 /u=l 






WO c^^ die Elemente der Substitution 

Vfl 

bedeuten. 

Betrachten wir nun die zu der Substitution (c ) gehörige Funda- 
mentalgleichung . ^ . ^ 



c —d ,© =0 
und denken uns dieselbe nach Potenzen von co entwickelt: 



(8) 



«— 1 



(— 1) W + y^^jCD H 1- y^ = 0, 



so ist nach Nr. 33 (Bd. I, S. 108) 



,(*-!) 



(-i)x;+n-xC+---+n* 



O^v/* 







(y,A4 = l,8,--c); 
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wir haben folglich gemäss den Gleichungen (7) 

(9) ii'sr {(- ir^ri + n-tC+-+yo**.) =0 

Nach dem Satze der Nr. 33 (Bd I^ S. 111) schliessen wir hieraus^ 
dass die Gleichung (8) mit der zu der Substitution B gehörigen Funda- 
mentalgleichung 

(10) l^*x"~ '^^Axl"^ (*,x-l,«, .n) 

gewisse Wurzeln gemein haben müsse; bedeute 

(11) e m^ + ^p_i®^~^ + h ^0 ^^ ^9^-*) 

den grössten gemeinsamen Theiler der linken Seiten der Gleichungen (8) 
imd (10)y dann ist nach dem Satze der Nr. 35 (Bd. I, S. 115^ 116) das 
Gleichungssystem 

n 

2 

mit dem Oleichungssysteme 



(12) 2f(«,6?i + Vi*?»"'' + -'- + ''o*J5* = (»=^.«.-) 



2'((-irC + y.-.C + --- + yo**J5, = o (.=1,....-. 



A=l 



aequivalent. Das letztere Gleichungssystem ist aber, da es nach (9) 
die linear unabhängigen Lösungs&ysteme 

(13) I^S^-'-C' (-X,».-«) 

besitzt, höchstens vom Range n — r, folglich ist auch das Gleichungs- 
system (12) höchstens vom Range n — r und wird durch die Systeme (13) 
befriedigt. Wir haben demnach den allgemeinen Satz: 

Sind ÄyB irgend zwei mit einander yertauschbare Substi- 
tutionen und bedeuten 

n 

diejenigen linear unabhängigen linearen homogenen Func- 
tionen der [yj, die der Relation (5) 

Genüge leisten, so befriedigen dieselben Ausdrücke auch die 
Relation 
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376. Der Sati von Pioard. Anzahl der Integrale, die doppelt- 

periodiBChe Functionen sweiter Art sind. 

Sei nun insbesondere cd^' eine Wurzel der zu B gehörigen Funik- 
mentalgleichung (10), für welche der Theiler (11) der linken Seite 
dieser Gleichung verschwindet^ dann ist also cdJ auch eine Losung der 
Gleichung (8). Die Gleichungen 

sind demnach auflösbar; sei 

Vv %y '" % 
irgend ein Lösungssystem derselben. Da nach (7) 






2%2hX'-2^ri:c.,t, 



und offenbar auch 

t n t t 



2%2'>.X-2%^'J. 



:iM) 



ist, SO ergiebt sich 



r 



A = l y=l ft = l v = l 

d. h. die Ausdrücke 






2nA 



,^ (Ä = l,2,.-.n) 



v=l 



bilden ein simultanes Lösungssystem der Gleichungen (4) und der 
Gleichungen 

n 
A = l 



Das Integral 

n t 

x=l r=l 



(15) 2y,2nX 



der Differentialgleichung (1) multiplicirt sich also mit der Constanten 
CD ', wenn die [y J die Substitution B erfahren. 
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Nehmen wir nunmehr A = 1, d. h. betrachten wir den zu einer 
^Wurzel o^ der Fundamentalgleichung von Ä gehörigen linearen Factor 

i(co) = a} — (o^, 
so haben die Integrale 



2Cy, 



(r = l,2, --t) 



die Eigenschaft^ sich mit der Gonstanten cd^ zu multipliciren, wenn die 
ff/J die Substitution Ä erfahren. Das Integral (15) multiplicirt sich 
also, sowohl wenn die Substitution Ä als auch wenn die Substitution 
£ auf die [y^] angewandt wird, mit einer Constanten, und hieraus folgt, 
dass es bei Anwendung irgend einer Substitution der Gruppe auf 
die [yj in sich selbst multiplicirt mit einer Constanten übergeht. Die 
logarithmische Äbleitimg dieses Integrales ist demnach in der ganzen 
Fläche T eindeutig, und zwar, da die Differentialgleichung (1) der 
Fuchs 'sehen Classe angehört, eine rationale Function von (a;, 5), d. h. 
eine eindeutige doppeltperiodische Function von t, die nur för ^ = 00 
unbestimmt wird. Das Integral (15) selbst besitzt als Function von 
/ die Eigenschaft, für alle endlichen Werthe von t das Verhalten 
einer rationalen Function zu zeigen und sich bei Vermehrung von t 
um die Perioden A, A' mit den constanten Factoren o , o ' zu mul- 
tipliciren. Eine so beschaffene Function von t bezeichnet man nach 
Herrn Hermite als eine doppeltperiodische Function zweiter 
Art mit den Perioden Sl, ß' und den Multiplicatoren cj^, oj. 
Wir können somit den folgenden von Herrn Picard herrührenden Satz 
aussprechen: 

Wenn die Integrale der zur Fuchs'schen Classe gehörigen 
Differentialgleichung (1) eindeutige Functionen von t sind, 
so giebt es mindestens ein Integral, welches eine doppelt- 
periodische Function zweiter Art von t ist. 

Die Entwicklung, die uns zu diesem Ergebnisse geführt hat, lehrt, 
dass es unter Umständen auch mehr wie ein Integral der Differential- 
gleichung (1) geben kann, welches eine doppeltperiodische Function 
zweiter Art von t ist, und liefert uns zugleich eine obere und eine 
untere Grenze, sowie eine Anzahl von Sätzen für die Anzahl N der so 
beschaffenen linearnnabhängigen Integrale. In der That, seien 



©^ . CD»« • • • O 



die von einander verschiedenen Wurzeln der zu A gehörigen, 



O- • O« . • • • CO 
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die von einander verschiedenen Wurzeln der zu B gehörigen Fonda- 
mentalgleichung, dann folgt zunächst, dass die Anzahl N nicht kleiner 
sein kann als die grösste der beiden Zahlen i/, ^. 
Sei n — r^j der Bang des Systems 

(A,x = l,2,-..«) 

und n - <, der Rang des Systems 
setzen wir femer 

SO kann die Anzahl N nicht grösser sein, wie die kleinere der Zahlen 
Mj M\ Ist insbesondere eine der Zahlen Jf, M' gleich n, so ist If 
gleich der anderen. 

Ebenso unmittelbar ergiebt sich die nothwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dass N = n sei, d h. dass ein Fundamentalsystem 
von Integralen der Differentialgleichung (1) existirt, dessen Elemente 
doppeltperiodische Functionen zweiter Art sind. Damit das eintritt, 
muss nämlich jede der Zahlen r^^, r^^ gleich derjenigen Zahl sein, die 
die Vielfachheit der betreffenden Wurzel cp^, coj angiebt. Sind also 
z. B. die sammtlichen Wurzeln der Fundamentalgleichungen der Sub- 
stitutionen Ay B von einander verschieden, so ist diese Bedingung jeden- 
falls erfüllt. Da dies so zu sagen der „allgemeine Fall^ ist, so be- 
sitzt also die Differentialgleichung (1), wenn ihre Integrale eindeutig 
in t sind, „im Allgemeinen^' n linearunabhängige doppeltperiodische 
Functionen zweiter Art von t zu Integralen. 



377. Die Integralgruppen. Simultane DUferenBengleiohungen. 

Wenn die Anzahl N derjenigen Integrale, die doppeltperiodische 
Functionen zweiter Art von t sind, kleiner ist wie n, so hat man, um 
ein Fundamentalsystem der Differentialgleichung (1) zu erhalten, noch 
n — N Integrale aufzusteUen; es liegt nahe, dieselben z. B. unter den 
Elementen des zu der Substitution A gehörigen canonischen Funda- 
mentalsystems zu wählen. Dabei liefert uns der am Schlüsse der Nr. 375 
(S. 413) aufgestellte Satz das folgende bemerkenswerthe Ergebniss. 

Denken wir uns das zu der Substitution A gehörige canonische 
Fundamentalsystem z. B. in der Weise hergestellt, dass wir für den 
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rrheiler £(0) der zu A gehörigen Fundamentalgleichung der Reihe 
nach 

setzen^ wo A^ den Grad der Vielfachlieit der Wurzel o^ angiebt^ so 
befriedigen die so gewonnenen Integrale auch Relationen von der Form 
(14)^ und wir können folglich lineare Combinationen derselben so ein- 
richten^ dass diese in gewissem Sinne auch Elemente des zu B gehörigen 
canonischen Fundamentalsystems sind. 

D. h. wir können ein Fundamentalsystem herstellen, welches in 
Gruppen zerfällt; jede solche Gruppe gehört zu einem Wurzelpaare der 
den Substitutionen A, B entsprechenden Fundamentalgleichungen , und 
die Elemente einer Gruppe verwandeln sich sowohl bei Anwendung 
der Substitution A als auch bei Anwendung der Substitution B auf 
die [^^] nur in lineare homogene Functionen ihrer selbst, so zwar, 
dass, wenn 

eine solche Gruppe bilden, die zu der Wurzel oj^ der Fundamental- 
gleichung von A und zu der Wurzel o^' der Fundamentalgleichung 
von B gehört, 



(x = l,«, e) 





^"x «XI »1 


+ «x»*'a H H «xx^l 




^^.-ß..^t + ß.2^2-\-'-+ß..^4 


wii'd, 


WO 


(16) 


1 


[«11 «M «?? «»a 

[ßu ßn ■•■ ß^f '"a 



ist. Ueberdies bestehen zwischen den a^^., ß^. zufolge der Vertauschbar- 
keit der Substitutionen Ay B die Beziehungen 

oder, mit Rücksicht auf (16), und da für i> x 

sind, 

(17) 2 ""x.- ^ik =2 ^^i'^ih Cli'is! . . . J-s) • 

t=A4-l l=:A-fl 

Das erste Element v^ einer solchen Gruppe ist als Function von 
/ betrachtet eine doppeltperiodische Function zweiter Art mit den Mul- 

Scbl«iinger, Differenti«lgleiohimgezi. II, 2. 27 
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tiplicatoren «n, ^n- Um die analytische Beschaffenheit der übrigen 
Elemente v^^ > - - v feststellen zu können, schicken wir die folgenden 
Bemerkungen voraus. 

Wir bilden mit Hülfe des- in der Nr. 352 (S. 337) betrachteten 
Integrales zweiter Gattung 



E(t) 



J >/(l-«*)(l-x*a>)' 



dessen Perioden wir durch 
bezeichnen, die Ausdrücke 

W'-> — &Am-'g\, 

dann ist, wie man mit Bücksicht auf die Legendre'sche Relation 

Uri' — Sl'ri = Ayti 
sofort übersieht, 

BZ^^Z,{t + £l')^Z^{t) + \, 
AZ^^Z,{t+Si) = Z,{t) + l, 

BZ,^Z^{t + Si,')=z,{t)- 
Setzen wir nun (vergl. Nr. 38, Bd. I, S. 130) 

Zf=Z^{Z-\)...iZ,-x+l), 

und bezeichnen (wie a. a. 0.) für eine Function V von t die Ausdrücke 

A V— V=V(t + £l) — V{t), 

BV-V=V{t + Sl')— V{t) 
kurz durch 

{A — 1) V beziehungsweise {B — 1) V, 

so ist offenbar 

{A — 1) z*;' = 0, (B-\) z<;' = X z*'-" , 

{A — 1) Z^'^ — x^— ", {B — 1) Zf = 0. 



377. Simultane Differenzengleichungen. 419 

Betrachten wir nun einen Ausdruck von der Form 
Fi.Z^, Z^) = q>,^Z^ + <p^^Z^ + q>^^Z'*' + 9„Z,Z, + y,,^*' + • • • 

+<p.X' + %X-''z, + . . . + 9',«+,^^ 

wo die (f.^ Functionen von t bedeuten, die bei Vermehrung von t um 
lü, Ä', d. h. wie wir sagen wollen, bei Anwendung der Operationen 
^, JB ungeändert bleiben, und nennen denselben kurz einen Aus- 
druck x-ten Grades in den Z^, Z^, so wird 

{A-l)F{Z^,Z^) = F^{Z^,Z,) 

aus F(Z^, Z^) nach derselben Regel gebildet, wie der partielle Diflfe- 
rentialquotient von F{Z^j Z^) nach Z^ zu bilden wäre, wenn an Stelle 

von Z^^^j Z^^^ die Potenzen Z^^, Z^^ stünden, und ebenso entspricht die 
Bildungsweise von 

{B-l)F(Z^,Z^) = F,(Z„Z,) 

der Bildung des partiellen Differentialquotienten nach Z^. 

Die i^i(^i, Z^), F^(Z^j Z^ sind demnach Ausdrücke (x — l)-ten 
Grades in den Z^, Z^, aber nicht beliebige Ausdrücke dieses Grades, 
denn es stimmen gewisse Coefficienten in den F^(Z^, Z^), F^{Z^, Z^ 
mit einander überein; dieser specielle Charakter lässt sich am einfach- 
sten durch die Gleichung 

{A - 1) F, (Z,, ZJ = (B - 1) F, {Z^, Z^ 
darstellen. 

Hat man umgekehrt zwei Ausdrücke (x — l)-ten Grades 

in den Z^y Z^, und ist für dieselben die Gleichung 

{A-\)G,{Z^,Z;) = {B-\)G,{Z^,Z^), 

die wir als Integrabilitätsbedingung (vom Standpunkte der Diffe- 
renzenrechnung aus) bezeichnen können, erfüllt, so lassen die beiden 
simultanen Differenzengleichungen 

{A-\)Q{Z^,Z,) = G^{Z^,Z,), 
(B-\)G{Z^,Z,)^G,(Z^,Z^) 

eine Auflösung zu, und G{Z^y Z^) ergiebt sich als Ausdruck x-ten 

Grades in den Z^, Z^, der, wenn man ^^\ Zf^ durch Z^^, Z^^ ersetzt, 
zu partiellen Ableitungen nach Z^, Z^ die Ausdrücke besitzt, die aus 

27* 
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G^(Z^f Zg), G^{Z^, Zg) durch dieselbe Vertauschung hervorgehen, nnd 
der noch eine additive willkürliche Function enthält^ die ebenso wie 
die Coefficienten der G^y G^ bei den Operationen A^ B ungÄidert 
bleibt. 



378. Der analytische Charakter der Integrale einer Gruppe. 

Verallgemeinerang des Problems. 

Betrachten wir nun das zweite Integral v^ unserer Integralgruppe 



so haben wir, da 






ist, für den Quotienten von v^ durch v die Gleichungen 

1 a 1 a 

wir erhalten demnach als Lösungen dieser simultanen DiflFerenzen- 
gleichungen 

(19) ^^_y^(^,s) + ^^^^_^,^^, 

1 a a 

WO g?2 i^j ^) ®^^® ^^^ ^®^ Operationen A^ B unveränderliche Function, 
also eine rationale Function von (x, s) bedeutet. 
Für das dritte Integral v^ der Gruppe ist 



(20) 



(^_l)l» = !?! + !?!l*, 

1 a a 1 

^ ^ V^ *«« ^ «a *'l' 



und vermöge der Gleichungen (17) besteht die Relation 

(21) «82/581 =/^32 «21- 



«'i 



Setzen wir in (20) für — den gefundenen Werth (19) ein, so ergeben 
sich die beiden simultanen Differenzengleichungen 

rA 1\ ^» ''Sl , ^32 / X , "32 1*21 rr , "32S1 ,y 

{A 1) — = m (X, S) -A r Z. H 3— Z^, 

1 o a ^flr^^o (O^ 

(B- 1) -» = ^ + ^! 9,,(x, «) + ^Z, + ^Z,, 
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für welche vermöge der Relation (21) die Integrabilitäts- 
l>edinguiig erfüllt ist. 



Wir finden demnach für — den Ausdruck: 



^ = 9>s (^, ^) + - - «,- ' - - Z, + Z, 

1 a a 

"•" 2 ""'"*" '^l + ^~ir^ -^1"^« + 2 "TT" ^i » 

^wro auch 9)j(a?, «) eine rationale Function von (x, s) bedeutet. 

In derselben Weise weiter schliessend ergiebt sich schliesslich für 

:- die V»^^ 



1 

V 



l=F^^,{Z,,Z,), 



^1 



"WO F ^^ eine ganze Function vom höchstens (p — l)-ten Grade in 
den Z^y Z^ mit in {Xy s) rationalen Coefficienten bedeutet. Damit 
ist also der analytische Charakter der Integrale von (1) vollständig 
festgelegt. Wir fassen das Ergebniss der Untersuchung in den folgen- 
den Satz zusammen: 

Wenn das allgemeineintegral derDifferentialgleichung(l), 
deren Coefficienten rationale Functionen von x und 

sind^ eine eindeutige Function des Integrales erster Gat- 
tung t ist, die für keinen endlichen Werth von t unbestimmt 
wird, so kann man ein Fundamentalsystem von Integralen 
angeben, welches in Gruppen von der folgenden Beschaffen- 
heit zerfällt. Das erste Element jeder Gruppe ist eine dop- 
peltperiodische Function zweiter Art von tj die übrigen Ele- 
mente einer aus q Integralen bestehenden Gruppe sind ganze 
rationale Functionen von den Graden 1, 2, • • • p — 1 der Func- 
tionen Z^{t), Z^(t), deren Coefficienten, abgesehen von dem 
ersten Elemente der Gruppe als Factor, rationale Func- 
tionen von (s, x) sind. Die zwischen diesen Coefficienten be- 
stehenden identischen Beziehungen ergeben sich unmittel- 
bar aus der Methode der Herleitung. 

Die Methode, die wir hier für den Fall auseinandergesetzt haben 
wo der lUng der Gleichung (2) (Nr. 372, S. 403) gleich Eins ist, lässt 
sich auch, wenn dieser Rang eine beliebige Zahl p ist, bei der Unter- 
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suchuDg der Frage anwenden, wann die Integrale der DiflEerentialglei- 
chung (1) in der durch 2jp Querschnitte in eine einfach zusammen- 
hängende Fläche zerschnittenen Biemann 'sehen Fläche der Grleichuiig(2 
eindeutig sind, und die Monodromiegruppe ® dieser Differentialglei 
ehung aus lauter mit einander vertauschbaren Substitutionen besteht. 
Wenn diese Bedingungen erfüllt sind, so erscheinen die Losungen 
Ton (1) als eindeutige Functionen derjenigen Integralsummen, die bei dem 
zu der Gleichung (2) gehörigen Jacobi'schen Umkehrprobleme auf- 
treten. Wir versagen es uns, auf eine ausfuhrliche Discussion des hier- 
mit formuliiiien Problems einzugehen, welches wohl als die nator- 
gemässe Verallgemeinerung des für jp = 1 behandelten angesehen werden 
darf, wir wollen vielmehr die für p = 1 gefundenen Ergebnisse noch 
in dem besonderen Falle kurz betrachten, wo die Ordnung der Diffe- 
rentialgleichung n »= 2 ist. 



379. Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Lamö'sohe 

Differentialgleiehung. 

Wenn die Differentialgleichung 
(n) ^+p^(x,s)^£+p,(x,s)y==0, s = >^l-x*)(l-«V:;. 

als allgemeines Integral eine eindeutige Function von t ohne Un- 
bestimmtheitsstelle im Endlichen besitzt, so existirt ein Fundamental- 
system von der Form: 

^2 = 9>2(^, «) + 9i (^, s)(aZ^ + /JZj), 

wo a, ß Constanten, fp^ix, s), (p^i^, s) doppeltperiodische Functionen 
zweiter Art von ty oder was dasselbe besagt, Functionen, deren logarith- 
mische Ableitungen nach x rational in (x, s) sind, bedeuten, und wo, 
wenn von den Constanten a, ß wenigstens die eine einen von Null 
verschiedenen Werth hat, der Quotient 

eine rationale Function von x und s ist. 

Da die Differentialgleichung (11) ein Integral mit rationaler loga 
rithmischer Ableitung besitzt, so muss sie die in der Nr. 302 (S. 161 1 
angegebene Form haben. 
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Wenn z. B. die Goefficienten von (ü) rationale Functionen 
wckn X allein sind^ so lassen sich die Bedingungen dafür, dass die 
Integrale eindeutige Functionen von t ohne Unbestimmtheitsstelle im 
^Bildlichen sind, leicht explicite angeben. Die Differentialgleichung muss 
der Fuchs'schen Classe angehören, kann also (Bd. I, Nr. 70, S. 249) 
in der Form 

T'orausgesetzt werden, wo 

t{x) = {x — a,) {x-a^)''-(x — aj 

lauter verschiedene lineare Factoren enthält und F^_^, ^a— 2 ?*"^® 
Functionen vom Grade 6 — 1 beziehungsweise 6 — 2 in o; sind. Die 
determinirenden Fundamentalgleichungen, die zu den singulären Punkten 

gehören, besitzen als eine Wurzel die Null, die andere Wurzel muss 
eine ganze Zahl sein, wenn das betreffende a^ keine Wurzel der Olei- 
chung 

ist, sie kann gleich der Hälfte einer ganzen Zahl sein für einen sin- 
gulären Punkt, der mit einem der vier Verzweigungspunkte der Rie- 
m an n 'sehen Flache T zusammenfällt. Für rc = 00 müssen die Wurzebi 
der determinirenden Fundamentalgleichungen ganze Zahlen sein; das 
Auftreten von Logarithmen ist für alle singulären Punkte auszuschliessen. 
Betrachten wir den in der Litteratur vielfach behandelten Fall der 
sogenannten Lame'schen Differentialgleichung 

(in) i?(a;)0 + \ iJ'(a;) II -(«(«+ l)xV + Ä)y = 0, 

WO 

^{X) = (1 - ^')(1 - x»^^, ^'{x) = ^ 

ist und n, A Constanten bedeuten, so besitzen die zu den singulären 
Punkten 

gehörigen determinirenden Fundamentalgleichungen die Wurzeln 

während die Wurzeln der zu a; = 00 gehörigen determinirenden Fun- 
damentalgleichung gleich — n und n -|- 1 si^d* Damit die Integrale 
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voa (III) eindeutige Functionen von t seien, ist also nothwendig und 
hinreichend, dass n eine ganze Zahl sei, und dass die Entwicke- 
lungen der Integrale in der Umgebung von x = oo keine Logarithmen 
enthalten. Die letztere Bedingung ist aber immer von selbst erfallt 
Führt man t als unabhängige Variable ein, so nimmt die Difiereo- 
tialgleichung die Gestalt an 

^=(n(w+l)x%n'^ + Ä)y. 

Die vollständige Integration dieser für die mathematische Physik äusserst 
wichtigen Gleichung kann mit Hülfe der Transcendenten der Theorie 
der elliptischen Functionen geleistet werden; wir verweisen in Bezog 
hierauf auf Herrn Hermite's Meisterwerk „Sur quelques applicatioDS 
des fonctions elliptiques^^ 



m^m 



Zasätze und Berichti^ngen. 

Zu Band I. 

S. XVIII bei Nr. 111 lies Transformirten statt Transformation. 
ff 29 muss Gleichung (4) lauten: 

Po'Pi'-' 'Pn = ^W : — ^1 (^) : • • • : (— 1^ < (o?). 
30 muss die Gleichung Zeile 8 v. o. lauten: 



V 



79 
J7 



d log J (x) 

^1 dx 

37 Gleichung (3) lies (x = 1, 2, • • • w) statt (x = 0, 1, • • • w). 
75 in Formel (38) und Zeile 3 v. o. lies p^_i statt p^. 
97 in Formel (9) rechts vom Gleichheitszeichen lies y statt y . 
193 Zeile 15 v. o. lies u^ statt u^^ das Gleichungssystem Zeile 19flF. 
y. o. muss lauten: 

Zu Band H, 1. 

X bei Nr. 180 Zeile 18 v. o. lies zweiter statt gerader Ordnung. 

XI bei Nr. 193 Zeile 5 v. u. lies 1885 statt 1889. 

35 Zeile 10 v. o. lies r statt w. 

68 Zeile 14 v. o. lies Theilgebilde statt Theilgebiete. 

80 Zeile 11 v. o. und 1 v. u. lies Transformationsgruppe statt 

Gruppe. 
112 Zeile 11^ 10 y. u. sollen lauten: ^^undamentalsubstitutionen 
L^y L^y • - ' L^ und der Substitution L.^, die einem Umlaufe 
um aUe (^^y (^^^ - * - ci^ entspricht^ die Beziehung 

(2) i,i,...L,i.+, = l. 



77 
77 



426 Zusätze und Berichtigungen. 

S. 128 Zeile 11 — 9 v. u.; vergl. hierzu eine Bemerkung: Igel, Monats- 
hefte für Mathem. u. Physik, Jahrgang IX, S. 47. 
„ 141 Zeile 14 v. o. lies v^^ statt v^^. 

„ 150 Zeile 9 v. o. lies (%) statt (A). 
„ 179 am Kopfe lies 179 statt 180. 

„ 184 Zeile 3 v. o. im Nenner von ^[^j lies r^' (xf statt -q' (xf \ 

ebenda Zeile 4 v. o. im Nenner von ^\ ) lies S' {xf statt g' (x) 

„ 187 Zeile 15, 16 v. o. lies den Exponenten statt jene Potenz. 
,, 243 Zeile 8 v. u. lies x . statt x . 

„ 328 Zeile 14 v. o. lies v^ statt v^, 
„ 336 Zeile 15 v. u. lies c statt c^. 

„ 338 Zeüe 9 v. u. im Nenner von d{^\ lies (^ statt (^Y. 

„ 363 Zeile 8. v. o. rechts vom Gleichheitszeichen lies — -jp^ statt ip^. 

„ 365 Zeile 5 v. o. lies (S. 108) statt (S. 156). 

„ 487 Zeile 17 v. o. muss die Definition von e7, «T lauten: 

i 

j \ r xdx j, 1 /* xdx 

Es ist nämlich nach S. 477, Bd. II, 1, Gl. (1) 





' j Yi(x-i){z-xy 



also, da (ebendort S. 482) u^ = 8 iK ist, so haben wir 





j^ X i"* dx 



2 J yx {X 



1) (X - z) 

M 

und femer 



j^. ^ 1 r dx 

^j yx {x—i)\^z—x 



X) 

» 

S. 532 Zeile 14 v. o. rechts vom, Oleichheitszeichen lies 

r(p)(e'^*^— 1) statt r{Q), 
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Zu Band 11,2. 

S. 180 Zeile 6 v. o. lies M statt M. 

„ 184 Zeile 9 v. u. lies „von dem Punkte" statt „von den Punkten". 

„ 187 Formel (30) lies 

statt 



1 



>-l)r 



S. 190 letzte Zeile lies Aggregat statt Agreggat. 

ff-f-i <t4-i 
„ 205 Zeile 14 v. u. lies 2ä ^, — statt 2ä ^, 



«==1 



Zum Litteraturnachweis. 

Zu Nr. 9 Günther (bei Hamburger) Crelle's Journal Bd. 118, 

S. 351flF.; (bei Gutzmer) ebenda Bd. 119, S. 82ff; 
Fuchs ebenda Bd. 118, S. 354. 
22 Hirsch, Dissertation (Königsberg i. Pr. 1892) S. 20, 21 ; 
Vessiot, Th^ses, S. 56, 57. 
47, 48 Kneser, Mathem. Annalen Bd. 47, S. 408flF. 
97, 98 Günther, Crelle's Journal Bd. 119, S. 330ff. 

117 Kneser, CreUe's Journal Bd. 116, S. 178 flF.; Bd. 117, 
S. 72ff.; 
Hörn, ebenda Bd. 118, S. 257 ff.; Mathem. Annalen 

Bd. 49, S. 453 ff 
Picard, Traite d'Analyse Bd. III (1896) S. 360 ff. 
143—156 vergl. Picard, Traite d'Analyse Bd. IH, S. 492 ff*) 
A. Löwy, Monatshefte VIH. Jahrgang S. 225 ff. 



f} 77 

77 » 

77 » 

77 7J 
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*) Aus Anläse einer Bemerkung des Herrn Vessiot im Bulletin des Sciences 
Mathem. n S^r. T. XXII S. 79, Zeile 4, 6 v. u., sei erwähnt, dass dem Verfasser 
bei Bedaction dieser Nummern der Bd. III des „Trait^'* des Herrn Picard nicht 
vorgelegen hat, wie daraus hervorgeht, dass die betreffenden Bogen 4, 5, 6 von 
Bd. n, 1 am 18, März, 28 März, 7 April 1896 mit „imprimatur** an die Druckerei 
abgingen, während die Vorrede zum Bd. ül des Picard'schen „Trait^" vom 26. März 
1896 datirt ist. Ebenda (Bulletin a. a. 0.) S. 81, Zeile 14 v. u. dürften die Worte 
„de M. Klein** auf einem Versehen beruhen, auch ist S. 83 Zeile 2 v. o. an Stelle 
von „M. Fuchs" zu setzen „M. Beke**. 
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Zu Nr. 168, 169 Rados, Mathem. Annalen Bd. 48, S. 417 ff.; Eriesito 

der ung. Akademie Bd. XIV, S. 166 ff. 
. „ „ 185 Gutzmer, Crelle's Journal Bd. 115, S. 79 ff.; 

A. Fischer, Inaug.-Dissertation (Halle 1891). 
„ „ 227 Ritter, Mathem. Annalen Bd. 48, S. 1 ff. 

„ „ 230 Fuchs, Sitzungsberichte 1898 S. 222 ff. 

„ „ 246 Fuchs, Sitzungsberichte 1897, S. 608 ff. 

„ „ 255 Richard Fuchs, Crelle's Journal, Bd. 119, S. 1 ff. 

Fuchs, Sitzungsberichte 1898, S. 477 ff. 



Nachwort. 

Die folgenden Bemerkungen haben den Zweck^ den Einfloss, den 
mein verstorbener Freund und Mitarbeiter Paul Günther auf Plan 
und Ausföhrung des nunmehr abgeschlossen vorliegenden „Hand- 
buches'^ ausgeübt hat, im Zusammenhange hervortreten zu lassen; sie 
geben eine detaillirte Aufzählung derjenigen Momente, durch welche 
Günther in die Entstehung des Werkes eingegriffen. 

Im Februar 1891 entwarfen Günther und ich für das zu ver- 
fassende „Handbuch" ein Arbeitsprogramm, zu welchem ein jeder von 
uns im Wesentlichen dasjenige beitrug, was sich auf die von ihm zu 
bearbeitenden Theile bezog. Ich gebe zunächst dieses Programm hier 
dem Wortlaute nach wieder. Die eingeklammerten Anfangsbuchstaben 
unserer Namen, (G), (S) bezeichnen die einem jeden von uns zugewie- 
senen Abschnitte; bei denjenigen Theilen, wo keiner der beiden Buch- 
staben steht ( — ), war die Entscheidung, wer dieselben bearbeiten sollte, 
noch vorbehalten. Das in [ ] Stehende habe ich der Deutlichkeit 
wegen hinzugefügt. 

I. Band. 

Historische Einleitung mit Motivirimg der ausgezeichneten Stellung der 
linearen Differentialgleichungen; feste Yerzweigungspunkte. — Existenzbeweis für 
homogene [lin. Differential-jGleichungen nach Fuchs. Fundamentalsystem, lineare 
Substitution bei jedem Umlauf. — Formale Theorieen: Liouvilles' Sätze, ad- 
jungirte Differentialgleichungen, Vertauschung von Pai*ameter und Argument, 
AppelTsche Determinanten [Fonctions inTEuriantes],Laguerre 's Invarianten unter 
Hinweis auf spätere Behandlung der Classeninvarianten, Irreductibilität, erster 
Theil der neuen Fuchs 'sehen Arbeiten [Sitzungsberichte der Berl. Acad. 1888 fP.], 
Stürmische Sätze aus LiouYille['s Journal Bd.] I*), Beduction der nicht homo- 
genen Differentialgl. auf homogene. — Functionentheoretische Behandlung: Ver- 
halten der Integrale in der Umgebung eines Punktes, Fall algebraischer Coeffi- 
cienten, rationaler Coefficienten, Fnchs^sche Classe, Irreguläre Integrale (G.). 



*) Bemerkung Günther 's in seinem Exemplar: „überhaupt wohl nicht aus- 
führen, sondern nur citiren bei Gelegenheit der irregulären Integrale, wo yon den 
Nullstellen derselben die Bede*^ 
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Gruppe der Differentialgleichung; Methoden für numerische Berechnung der 
Suhstitutionscoefficienten, Biemann^s Classenbegriff, zweiter Theil der neuen 
Fuchs 'sehen Arbeiten (Irreductibilität) , Invarianten der Classe, Parameter der 
Gruppe, Constantenabzählungen, Fall, wo die Substitutionen unabhängig sind von 
einem in der Differentialgl. auftretenden Parameter (dritter Theil der [nenen] 
Fuchs'schen Arbeiten), Differentialgleichungen zweiter Ordnung möglich ohne 
ausserwesentlich singulare Punkte, hypergeometrische Differentialgleichung, ihre 
allgemeine Integration (S.). 

Ueberall convergente Darstellungen der Integrale: 1) Fuchs "sehe Iteration 
[Annali di Matematica Ser. II, Bd. IV], Anwendung auf Bestimmung der Funda- 
mentalgleichung, Poincar^'sche Sätze [Acta Mathem. Bd. lY, S. 212 — 216], 
2) Darstellung durch bestimmte Integrale (Jordan, Pochhammer, Hossen- 
fe Id er), Differentialgleichung der Perioden, speciell der elliptischen Integrale 
(I., IL, III. Gattung) nach Fuchs [Crelle's Journal Bd.] 83 und neuere Arbeiten, 
L e gen dre 'sehe Relation und ihre Verallgemeinerung für jp = 2 (G.). 



n. Band. 

Differentialgleichungen, die durch bekannte Functionen integrirbar: 1) a. mit 
Constanten Coefficienten nebst Anwendungen*), b. Halph^n^s Gleichungen (G.); 

2) algebraisch integrirbare a. nicht homogene (Eönigsberger), b. homogene (S.); 

3) Differentialgleichungen mit algebraischen Coefficienten, denen die Appeirschen 
Fonctions ä multiplicateurs genügen, Lam^^sche Differentialgl. etc. in allgemeinster 
Fassung ( — ). 

Integrale von Lösungen linearer Differentialgleichungen ; 1) Fuchs, Crelle['s 
Journal Bd.] 76 ( — ); 2) Fuchs'sches ümkehrproblem für Differentialgleichungen 
II. Ordnung [Crelle's Journal Bd.] 89; 3) Problem der Fuchs 'sehen Functionen, 
vorher Beispiele, eindeutige Functionen [die durch Umkehrung des Integralquo- 
tienten] aus hypergeometrischen Differentialgl. [entstehen], Modulfunction, Dar- 
stellungsprincip f^ mehrdeutige Functionen mit endlicher Anzahl von Verzwei- 
gungspunkten, speciell der Integrale linearer Differentialgleichungen, deshalb 
Beschränkung auf die für diese Integration ausreichenden und einfachsten Fuchs'- 
schen Functionen, p = 0, [determinirende] Fundamentalgleichungen [haben] dop- 
pelte Wurzeln, ihre ausführliche Theorie, Fonctions 0- und Z- Fuchsiennes (S.). 

Verallgemeinerung auf Functionen mehrerer Variablen, hyperelliptische Modul- 
function nach Fuchs ( — ). 

Für die „historische Einleitung'^ war (vergl. Bd. I, S. VI) ein Theil 
der Günther 'sehen Habilitationsvorlesung in Aussicht genommen. Da 
in dieser auch von partiellen Differentialgleichungen gehandelt wird, 
hatte Günther selbst in seinem ]M!anuscripte die Stelle bezeichnet, bis 
wohin diese Vorlesung verwerthet werden sollte. Ich habe den auf 
gewöhnliche Differentialgleichungen bezüglichen Theil umgearbeitet^ 



*) Günther hatte namentlich den inzwischen, Crelle*s Journal, Bd. 118,3.351, 
und Bd . 119, S. 82 durch die Herrn Hamburger und G u t z m e r herausgegebenen 
Ezistenzbeweis im Auge. 
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stellenweise auch ergänzt^ habe es aber vermieden, über die von Gün- 
ther in Betracht gezogene Materie wesentlich hinauszugehen. — In den 
ixxi Vorworte zum ersten Bande erwähnten, in meinen Händen befind- 
lielien Aufzeichnungen, hatte Günther für einige der von ihm zu 
bearbeitenden Theile die Disposition genauer entworfen und durch 
S:xcerpte, denen an manchen Stellen auch eigenartige Beweise hinzu- 
gefügt sind, einen Theil des Materials vorbereitet. Ich lasse hier ein 
Verzeichniss dieser Aufzeichnungen mit Angabe ihres Inhaltes folgen, 
die von mir herrührenden Bemerkungen sind in [ ] eingeschlossen. 

[1]. [Vier beschriebene Quartseiten enthaltend eine Disposition für diejenigen 
Kapitel, die im Handbuche direct auf die historische Einleitung folgen sollten; 
darunter ausgeführt ein] directer Beweis des Satzes : „Wenn die Determinante von 
r» Functionen gleich Null ist, besteht eine lineare Relation" [der Beweis ist ein 
Inductionsschluss von n — 1 auf n, nach ähnlichem Principe wie bei Baltzer, 
Determinanten (1881), S. 78 if. von 2 auf 3 geschlossen wird]. 

[2]. [Ein Heft mit circa 20 beschriebenen Quartseiten enthaltend Disposition 
und Material fOr die formalen Theorieen, ich gebe die Ueberschrifben mit Inhalts- 
angabe wieder]: 

I. Die Analogieen mit algebraischen Gleichungen. 
Schon früh bekannt (Lagrange etc.). 

A. Die Coefficienten der linearen Differentialgleichungen ausdrückbar durch 
die Integrale 3/x , • • • 3/„ [eine halbe Seite]. 

B. Der AppelTsche Satz [drei Seiten, nach Appell, Annales de T^cole 
Normale U. S6r. Bd. 10, S. 400, 401, 394, 397]. 

C. Gemeinsame Lösungen linearer Differentialgleichungen. Irreductibilität 
[vier Seiten, nach Frobenius, Crelle's Journal Bd. 76, S. 266—268, 243—244]. 

D. Erniedrigung der Ordnung der Differentialgleichung, wenn einige Inte- 
grale bekannt sind [nur wenige Zeilen, beginnt mit:] Setze y == y^fzdx [u.s.w., 
dann folgt eine Formel nach Thomä, Crelle's Journal Bd 76, S. 267]. 

E. Die symbolische Factorenzerlegung linearer Differentialausdrücke [etwa 
eine und eine halbe Seite, in eigenartiger Darstellung, vgl. Nr. 19, Bd. I, S. 60—62 
Zeile 7 y. o. des Handbuches]. 

n. Die adjungirte Differentialgleichung [etwa elf Seiten, beginnt 
mit eigenartigen Betrachtungen, die im Handbuche Bd. I, Nr. 21, S. 66 Zeile 6 v. o. 
bis S. 67 Zeile 3 v. u., S. 68 Zeile 13 v. o. bis S. 69, Zeile 19 v. u., und hieran 
anschliessend Nr. 22, S. 61 Zeile 11 v. o. bis Schluss der Nummer verwerthet sind; 
das Uebrige nach Frobenius, Crelle's Journal Bd. 77, S. 246—249, 266; auf den 
beiden letzten Seiten wird mit Hülfe des AppelTschen Satzes gezeigt, dass die 
Coefßcienten der a^ungirten Differentialgleichung sich rational aus denjenigen 
der gegebenen Differentialgleichung und ihren Ableitungen zusammensetzen (was 
im „Handbuche** ebenfalls yerwerthet ist), die explicite rationale Form des ad- 
jungirten Differentialausdruckes wird dann in der gewöhnlichen Lagrang ersehen 
Weise hergestellt]. 

lU. [Eine Bemerkung von etwa 6 Zeilen, woraus hervorgeht, dass der erste 
Theil der Fuchs 'sehen Arbeiten aus den Sitzungsberichten yon 1888 jetzt direct 
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an die Theoiie der adjungirten Differentialgleichung angeknüpft und aacli dikbei 
der AppelTsche Satz benützt werden sollte; yergl. für I E, IL, III die "von mir 
herausgegebene Notiz, Orelle's Journal Bd. 117, S. 168]. 

[dj. Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen I [ein Heft n&it etwa 
14 beschriebenen Quartseiten enthält:] 

I. Multiplicatoren, a^jungirte Differentialausdrücke [etwa drei Seiten, ein- 
gelegt ein mit Bleistift beschriebenes Bl&ttchen]. 

n. Zusammensetzung Ton Differentialausdrücken [eine halbe Seite, Hinweis 
auf Floquet, Annales de r£cole Normale Sär. II, Bd. 8, Suppl. S. 40 ff.]. 

m. Die determinirende Function [eine und eine halbe Seite, enthält die 
Definition der determinirenden Function auch im Falle, wo nicht reguläre Inte- 
grale vorhanden sind, Beziehung zwischen den determinirenden Functionen ad- 
jungirter Differentialausdrücke und solcher, die aus anderen Differentialauadrilcken 
zusammengesetzt sind, alles nach Frobenius, Crelle's Journal Bd. 80, S. 317 ff.]. 

lY. Reguläre Integrale [vier Seiten, wesentlich nach Frobenius a. a. O^ 
femer die Methode von Thom^ zur Entscheidung darüber, ob sich ein Differential* 
ausdruck P in der Form P=AB darstellen lässt, wo B ein durchweg regulärer 
Differentialausdruok ist und A rationale Coefficienten besitzt]. 

V. Normale Differentialausdrücke und normale Integrale [vier und einhalb 
Seiten, Begriff des normalen Differentialausdrucks, fundamentalen determinirenden 
Factors u. s. w.; der determinirende Factor ist eindeutig bestimmt; die Bestim- 
mung der fundamentalen determinirenden Factoren (nur angedeutet), Differential- 
ausdrücke, die aus normalen zusammengesetzt sind, normale Integrale, ihre Werth- 
berechnung, alles nach Thom^ angedeutet; auf den letzten anderthalb Seiten, 
Anwendung eines der Inauguraldissertation Günther 's entnommenen Verfahrens 
auf gewisse aus normalen Differentialausdrücken zusammengesetzte Differential- 
ausdrücke ; vergl. hierfür die Nummern 97, 98 des Handbuches sowie den Schluss 
der von mir herausgegebenen Arbeit Günther's, Crelle's Journal Bd. 119, S. 330 ff.] 

[4]. Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen H [etwa 
drei und einhalb beschriebene Quartseiten, enthält:] 

I. Zusammensetzung von Differentialausdrücken [eine halbe Seite]. 

U. Multiplicatoren und ac^ungirte Differentialausdrücke [etwa drei Seiten, 
beides wesentlich nach Frobenius, Crelle's Journal Bd. 76]. 

[5]. Aus Abhandlungen von Frobenius [20 beschriebene Quartseiten, 
enthält:] a) Ueber Irreductibilität linearer Differentialgleichungen, Crelle's Journal, 
Bd. 76, pg. 236 [auf sieben und einhalb Seiten, nach S. 236 — 259 der genannten 
Abhandlung]; b) Zusammenhang der Differentialgleichung mit der Differential- 
gleichung ihrer Multiplicatoren [sechs und einhalb Seiten, nach Crelle's Journal 
Bd. 77, S. 248—257; Bd. 80, S. 319 ff.; Bd. 76, S. 261--263]; c) üeber die regul&ren 
Integrale der linearen Differentialgleichungen [sechs Seiten, nach Crelle's Journal 
Bd. 80, S. 317 ff.]. 

[6]. [Excerpt aus] Heun, Americ. Journal, Bd. X, S. 206—224 [vier beschrie- 
bene Quartseiten]. 

[7]. Aus Jordan Cours d' Analyse DI. [1887] a) Integralgruppen bei gleichen 
Wurzeln der Fundamentalgleichung, S. 173 ff*, [vier beschriebene Quartseiten und ein 
eingelegtes Bl&ttchen]; b) Integration linearer Differentialgleichungen durch be- 
stimmte Integrale, S. 241 ff. [etwa drei beschriebene Quartseiten; auf einem ein- 
gelegten Blättchen die Bemerkung:] 
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Nach Ealer setzt man an 

»1 



y^P(x) A"^('> u«~* (1 - uf-^ du. 



Dann wird 



Ui 



y"+pix)y' + q{x)y^fdu[P-{x) + P'(x)(l + U'Q'{x)) + 

«0 

P{x)[U'Q- (x) + u* . Q' (x)^] + p{x)[P' (x) + u^P{x) . Q' {x)] 

+ q{x) } . c"' ^ ^'^ . u"-^ . (1 — uy-^ . 
Dies musB gleich: 

ijL[B{x,u)e''^^'^u''{i — uf}du 

«0 

werden. 

[8]. Herleitung der Bedingungen für den Fortfall der Logarithmen in einer 
zu gleichen Wurzeln der Fundamentalgleichung gehörigen Integralgruppe für 
reguläre lineare Differentialgleichungen, nach Andeutung von Hamburger [fünf 
und einhalb beschriebene Quartseiten; ein wie es scheint nicht ganz zu Ende ge* 
geführter Ansatz]. 

[9]. Ungedrucktes aus meiner Dissertation [zehn beschriebene, zum Theil 
aber wieder durchstrichene Foliospalten, vergl. die Yon mir herausgegebene Arbeit 
Günther's in Crelle's Journal, Bd. 119, S. 330ff.]. 

Als nach dem am 27. September 1891 erfolgten Hinscheiden 
Günther's die Ausführung auch der ihm zugedachten Abschnitte des 
Handbuches mir zufiel, konnte ich zwar nicht durchweg, aber doch bei 
einigen Theilen dieser Abschnitte die Disposition des Arbeitsprogramms 
innehalten, namentlich auch bei einigen der Kapitel, auf die sich die 
nachgelassenen Aufzeichnungen beziehen, den Entwürfen Oünther's 
folgen. Die folgende Zusammenstellung wird einerseits diese Theile 
und Kapitel hervorheben und soll andererseits — nachdem Stellen, wo 
ich in den nachgelassenen Aufzeichnungen enthaltene, eigenartige Ent- 
wickelungen Günther's verwerthet habe, bereits im ersten Bande be- 
zeichnet wurden — auf die Nummern hinweisen, die nach Abhandlungen 
bearbeitet sind, für welche mir die Excerpte öünther's zu Gebote 
standen. 

In der „Einleitung^' und dem „ersten Abschnitte" sind die Nummern 
5, 8 — 12 im Sinne des Arbeitsprogramms gehalten; in der Nr. 5 (Bd.I, 
S. 13 die 12 letzten Zeilen), Nr. 8 (ebenda, S. 19 Zeile 15 v. o. bis 
Schluss der Nummer auf S. 20), femer in den Nummern 11, 12 bei der 
Begriffsbestimmung eines Fundamen talsystems ist der in [1] und [2] I, A 
des Günther'schen Nachlasses angedeutete Gedankengang befolgt. 

Sohlesinger, Difforentialgleichnngen. II, 2. 28 
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Die ^fonnalen Theorieen" haben im Wesentlichen das Gcpri^r 
erhalten y welches ihnen Günther^ nach dem Arbeitsprogramme urd 
den Theilen [2], [3J I, 11, [4J, [5] a), b) des Nachlasses zu geboi l- 
absichtigt hat. Die Nummern 15 — 19, 21 — 23 nnd ein Theil von Nr. l*' 
(Bd. I, S. 76, 77j sind im Sinne der Günther 'sehen Disposition aci- 
gefßhrt; ein Theil des für diese Nummern erforderlichen Materials t'Bd.I. 
Nr. 15, S. 40—42; Nr. 16, S. 43 Zeile 5 v. u. bis Schluss der Nr. 17 an: 
S. 46; Nr. 19, 21, 22, 23 bis S. 64 ZeUe 14 v. o.; Nr. 26, S. 76; Nr. 27, 
S. 84 — 85 Zeile 5 v. o.) war in den Aufzeichnungen Günther 's aoch 
vollständig vorbereitet. 

Von den auf das „Verhalten der Integrale in der ümgebnng eine^: 
Punktes^ bezüglichen Theilen des Günther 'sehen Nachlasses kameD 
für die Nummern 92 (bis S. 332 Zeile 16 v. u.) und 93 (bis S. 33*5 
Zeile 8 v. o.) die Theile [3] III, IV, [5] c) in Betracht, femer sind djV 
Nummern 97 (von S. 348 Zeile 8 v. o. ab) und 98 wesentlich im An- 
schlüsse an [3J V des Nachlasses ausgeführt. 

Bei der Ausarbeitung des Abschnittes „über allgemein gültige 
Darstellungen der Integrale" habe ich der Disposition des Arbeits- 
planes nur zum Theil folgen können, indem einerseits die Peine are- 
schen Untersuchungen über die Laplace'sche Transformirte aufjgenom* 
men werden mussten, und andererseits die inzwischen entstandenen 
Untersuchungen über die Euler'sche Transformirte einen besonderen 
Abschnitt (den zwölften) erforderten. 

Auf die Beziehungen der übrigen Abschnitte des Handbuches zu 
der im Arbeitsprogramme vorgesehenen Disposition brauche ich nicht 
weiter einzugehen, da es nur darauf ankam festzustellen, inwieweit die 
wesentlich auf Günther 's Initiative zurückzuführenden Theile des Pro- 
gramms die Ausführung des Werkes beeinflusst haben. 

Klausenburg, im Juni 1898. 

Lndwig SchlesiBger. 



Register der angewandten Bezeichnungen. 

Abbildang, durch den Integralquotienten 208 (II 1, 304) 
Abbildungsproblem 320 (II 2, 231) 

„ Schottky'scbes 321 (ü 2, 233) 

Abersche Gruppe 373 (II 2, 407) 
Ableitung einer Punktmenge 133 (11 1, 8) 
Abgeschlossene Punktmenge 133 (II 1, 8) 
Abgeschlossenes Continuum 133 (11 1, 9) 
Absolute Inyarianten 184 (11 1, 200) 

„ „ einer biquadratischen Form 276 (II 2, 70) 

Abwickelbare Fl&che 193 (11 1, 239) 
Abzählbare Punktmenge 133 (11 1, 9) 

„ Gruppe 133 (n 1, 11) 

Adjungirte Differentialgleichungen, Differentialausdrücke 20 (I, 54) 

„ Fundamentalsysteme 23 (I, 64) 

A4jungiren dem Kationalitätsbereiche 152 (11 1, 74) 
Aehnlichkeitstransformation 283 (II 2, 93) 
Aequianharmonisches Punktquadrupel 277 (II 2, 72) 
Aequivalente Formen, Differentialgleichungen 181 (II 1, 187) 
binäre quadratische Formen 279 (II 2, 80; 
Systeme von Fundamentalsubstitutionen 120 (I, 438) 
Affect 148 (n 1, 63) 
Algebraische Differentialgleichung fCir Differentialfunctionen 143 (11 1, 48) 

„ Formen 181 (11 1, 186) 

Algebraisch integrirbare lineare Differentialgleichungen 158 (II 1, 96) 
Algebraischer Typus in einer Art 174 (II 1, 156) 
Algebraische Untergruppen der linearen Gruppe 136 (II 1, 22) 
Allgemeine lineare homogene Gruppe 134 (II 1, 15) 
Allgemeines Integral 11 (I, 29) 
Altemirendes Verfahren 212 (II 1, 325) 
Analytisches Gebilde 200 (11 1, 272), 205 (II 1, 289) 
Anfangsbedingungen (-werthe) 5 (1, 14) 
Anfangsglied einer unendlichen Determinante 77 (I, 275) 
Appell'scher Satz 16 (I, 40) 
ArithmetiBch-geometrisches Mittel 262 (II 2, 9) 
Artbegriff für Differentialgleichungen 165 (II 1, 120) 
Art, asBOCÜrte 174 (II 1, 154) 
„ sich selbst adjungirte 175 (II 1, 157) 

28* 
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436 Register der angewandten Bezeichnungen. 

Arten der Dreiecksfdnctionen 281 (11 2, 86 ff.) 

„ Ton Curven (erster, zweiter Art) 286 (II 2, 107) 
„ „ Operationen (erster, zweiter Art) 334 (ü 2, 277) 
AsBOciirte Arten 174 (11 1, 154) 

Differentialgleichungen 167 (II 1, 127) 
Gruppen 169 (II 1, 136) 
Asymptotische Darstellungen 117 (I, 424) 

Auslassen Ton Werthen einer Function 303 (II 2, 165), 326 (II 2, 252) 
Ausgezeichnete Untergruppen 140 (11 1, 36). 

Bahncurve elliptischer Substitution 200 (11 1, 271) 

„ parabolischer Substitution 213 (II 1, 328) 

Basis einer Gruppe 132 (II 1, 6) 
Begleitender bilinearer Differeutialausdruck 24 (I, 69) 
Bestimmtes Verhalten an singulären Stellen 40 (I, 139), 58 (I, 207) 
Beziehung von Lagrange 20 (I, 54) 

„ „ Fuchs 68 (I, 241) 

Bilinearer Differentialausdruck 20 (I, 55) 
Bilineare Form aus Integralen und ihren conjugirten 368 (II 2, 393) 

„ „ mit contragredienten Variabeln 374 (II 2, 410) 

Biquadratische Form 276 (LI 2, 69). 

Canonische Form einer linearen Differentialgleichung 172 (II 1, 147) 

„ Substitution 32 (I, 105), 37 (I, 128) 
„ infinitesimalen Transformation 156 (II 1, 88) 
n projeetiven Substitution einer Variabelen 199 (11 1, 267'i 
Canonisches Fundamentalsystem zu einem Punkte gehörig 32 (I, 105), 36 (I, 123 , 

37 (I, 127) 
„ „ im Falle der Bestimmtheit 51 (I, 181), 54 (I, 194 

Cayley'sche Relation 297 (TL 2, 142) 

Charakter der Coefficienten an einer Stelle der Bestimmtheit 43 (I, 152) 
Charakteristische Differentialinvariante 153 (II 1, 79) 

Function 44 (I, 156) 

Gleichung (bei constanten Coefficienten) 69 (I, 245) 
(allgemeine) 95 (I, 343) 
Charakteristischer Index 91 (I, 329) 

Classe Yon Differentialgleichungen, Functionssystemen 222 (II 1, 366, 368) 
„ Fuchs 'sehe von Differentialgleichungen 62 (I, 220) 
„ von Gleichungen 163 (II 1, 111) 
Classenmoduln 324 (II 2, 243) 
Coefficient einer Substitution 30 (I, 91) 
Cogrediente Differentialgleichungen 163 (II 1, 114) 

„ Functionssysteme 163 (11 1, 112) 

CoUineation 169 (11 1, 135) 
Combinante 362 (II 2, 371) 

„ Jacobi'sche 363 (11 2, 374) 

Complementäre Lösungen 212 (U 1, 323) 
Complette Differentialgleichung 26 (I, 77) 

„ elliptische Integrale 248 (il 1, 478) 
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Register der angewandten Bezeichnungen. 437 

Componenten, componirte Substitution, Composition von Substitutionen 80 (I, 92) 
Composition Ton Operationen 131 (II 1, 3) 
Contigue Functionen 76 (I, 268), 227 (11 1, 392) 
Continuirliche Gebilde 200 (IIl, 271) 

Gruppe 133 (II 1, 12) 

Schaar von Transformationen 134 (II 1, 13) 
Continuum 133 (11 1, 9), 200 (II 1, 270) 
Contragrediente Systeme 23 (l, 66), 169 (11 1, 137) 
Coordinaten eines Punktes etc. 169 (II 1, 132) 
CoTariante 191 (II 1, 228) 

Hesse'sche 191 (II 1, 229) 
simultane 362 (11 2, 370) 
Curyen (erster, zweiter Art) 286 (11 2, 107) 
Curvatura integra 312 (11 2, 206) 
Cyklische Gruppen, cyklischer Fall 299 (II 2, 160) 
Cyklus von Ecken 209 (II 1, 309), 330 (II 2, 262) 
„ Yon scheinbaren Ecken 213 (U 1, 331). 

Determinante eines Functionssystems 14 (I, 36) 

einer linearen Substitution 12 (I, 34) 
unendliche 77 (I, 276) 
Determinirende Gleichung, Fundamentalgleichung, Function 46 (I, 168), 46 (I, 162), 
für einen Windungspunkt, den unendlich fernen Punkt 69 (T, 211), im Falle 
rationaler Coefficienten 68 (I, 224) 
Determinirender Factor 97 (I, 348), fundamentaler 96 (I, 344) 
Differentialfunction,' rationale 136 (11 1, 19) 

Differentialgleichung, algebraische für Differentialfunction 144 (11 1, 48) 

adjungirte 20 (I, 64) 
aequivalente 181 (II 1, 187) 
associirte 167 (I[ 1, 127) 
cogrediente 163 (II 1, 114) 
derselben Art 166 (II 1, 120) 
„ Classe 222 (II 1, 366) 
„ Familie 217 (II 1, 860) 
für die Periodicitätsmoduln eines AbelVhen Integrals 
246(111,470), eines hyperelliptischen Integrals 247 (II 1,473), 
Yom Range zwei 262 (U 1, 492), eines elliptischen Inte- 
grals erster Gattung 248 (ü 1, 477), zweiter Gattung 250 
(H 1, 486) 
Differentialgleichungen vom selben Charakter 144 (II 1, 62) 
Dieder 291 (II 2, 122), 296 (11 2, 138) 
Differentialinvariante der linearen Gruppen 136 (II 1, 16) 

allgemeiner Gruppe 141 (II 1, 39) 

für Gruppen mit unendlich vielen Schaaren 172 (II 1, 146) 
der Verschiebungen 283 (11 2, 93) 
charakteristische 168 (II 1, 79) 
Differenzenrechnung 38 (I, 180) 
Differenzengleichungen, simultane 877 (11 2, 419) 
Dimension eines Gebildes 136 (11 1, 22) 
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438 Register der angewandten Bezeichnungen. 

Dimension der Coefficienten einer Differentialgleichung 182 (IE 1, 191) 

DiscontinuirUche Gruppe 202 (TL 1, 279), 216 (ü 1, 344), 206 (II 1, 291) 

Discrete Punktmenge 133 (II 1, 8) 

Drehung der Kugel 290 Ql 2, 120) 

Dreiecksfunction 270 (ü 2, 44) 

Doppelpunkt einer Substitution 199 (II 1, 267) 

Doppeltperiodische Functionen 206 (11 1, 297), 289 (U 2, 116), 362 (U 2, 337; 

„ „ zweiter Art 376 (U 2, 416) 

Doppelschleifen 233 (TI 1, 418) 
Doppelyerhaltniss 276 (11 2, 69) 
Dualitatsprincip 170 (U 1, 139). 

Ecken eines Bereiches 208 (IL 1, 307) 

Eigentlich discontinuirlich (vergl. uneigentlich) 206 (II 1, 291) 

Einfache Gruppe 140 (11 1, 36) 

Einfach singulärer Punkt 112 (I, 401) 

„ transitive Gruppe 141 (II 1, 41) 
Elementartheiler, Weierstrass'sche 37 (I, 127) 
Elemente eines Fundamentalsystems 11 (I, 29) 

„ „ analytischen Gebildes 200 (11 1, 273) 

„ einer Substitution, eines Systems 30 (I, 91) 
Elliptische Curve 188 (11 1, 216) 

Functionen siehe doppeltperiodische Functionen 
Modulfunction 206 (II 1, 298), 260 (II 2, 2) 
Substitution 199 (11 1, 268) 
Empfindliche Function 147 (H 1, 69) 
Endliche Gruppen 133 (II 1, 11) 

„ „ binärer linearer Substitutionen 301 (IE 2, 169) 

Entsprechende Integrale, Fundamentalsysteme 166 (II 1, 121) 

Lösungen associirter Differentialgleichungen 168 (11 1, 130) 
Seiten eines Bereiches 209 (II 1, 307) 
Untergruppen isomorpher Gruppen 179 (IL 1, 178) 
Erlaubte Abänderung 210 (II 1, 316) 
Erweiterung der linearen Gruppe 136 (ü 1, 16) 

„ einer beliebigen Gruppe 142 (II 1, 43) 

„ „ projectiven Gruppe mittelst einer Spiegelung 334 (II 2, 277> 

Erzeugung einer continuirlichen Gruppe aus infinitesimalen Transformationen 13li 

(II 1, 34) 
Euklidische und nicht -Euklidische Geometrie 286 (112, 102) 
Euler*sche Integrale 242 (11 1, 462), siehe auch F-Function 

„ Transformirte 233 (II 1, 415) 

Existenzbereich 201 (11 1, 276), 205 (II 1, 290) 
Exponent zu dem ein Integral gehört 40 (I, 140) 
Exponenten eines Functionssystems 222 (U 1, 368). 

Familie von Differentialgleichungen 217 (II 1, 360) 
Feste Verzweigungspunkte 8 (I, 18) 
Flächen constanter Krümmung 283 (II 2, 96) 
Fläohenelement 284 (II 2, 99) 
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Begiflier der angewandten Bezeidmnngen. 439 

Formen algebraische 181 (II 1, 186) 

„ binäre biquadratische 276 (ü 2, 69) 
„ invarianie 195 (11 1, 260) 

,, quadratische mit negativer Discriminante 279 (11 2, 80) 
Franke'scher Satz 167 (II 1, 127) 
Fortsetzung eines analytischen Gebildes 200 (II 1, 273) 

„ „ Integrals 10 (I 26) 

Fundamentalbereich oder Polygon 211 (II 1, 321) 
Fundamentaler determinirender Factor 96(1, 344) 

Fundamentalgleichung 81 (I, 99), siehe auch determinirende Fundamentalgleichung 
Fundamentalinyarianten 121 (I, 440) 
Fundamentalrelationen 808 (11 2, 188) 

Fundamentalsubstitutionen 120 (I, 438), projective 208 (II 1, 307) 
Fundamentalsystem Ton Integralen 11 (I, 29), 12 (I, 81) 

adjungirtes 23 (I, 64), entsprechendes 166 (U 1, 121) 
von Integralquotienten 173 (II 1, 149) 
Functionssysteme, cogrediente 163 (II 1, 112) 

„ derselben Klasse 222 (II 1, 368) 

Fuchs'sches Beispiel 197 (11 1, 266) 
Fuchs 'sehe Beziehung 68 (I, 241) 

Glasse linearer Differentialgleichungen 62 (I, 220) 

Functionen 305 (11 2, 174) 

Differentialgleichungen 326 (11 2, 249) 

Gleichungen, erste 267 (II 1, 617), zweite 268 (II 1, 621) 

Gruppen 304 (II 2, 169), 322 (II 2, 286) 

Methode yeränderlicher Integrationswege 236 (II 1, 427) 

Thetareihen 306 (II 2, 175) 

Zetafunctionen 363 (II 2, 340). 
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Galois'sche Gruppe, Resolvente 148 (II 1, 62) 

r-Function vgl. JT-Function 111 (I, 397) 

Ganze Formen 314 (11 2, 211) 

„ Thetafunctionen 316 (II 2, 214) 

Gattung von algebraischen Functionen 148 (II 1, 63) 

„ „ rationalen Differentialfunctionen 162 (II 1, 76) 

Gau SS 'sehe Differentialgleichung 70 (I, 262), 244 (II 1, 460) 
„ Functionen P, Q, R 265 (11 2, 19) 

Gauss'sches Krümmungsmaass 283 (II 2, 95) 

Gau SS 'sehe Reihe 71 (I, 264) 

Gebilde, analytisches 200 (II 1, 272), 206 (U 1, 284) 

Gemischte Gruppe 140 (II 1, 38) 

Geodätische Linien 284 (II 2, 96) 

„ Polarcoordinaten 284 (U 2, 99) 

Geschlecht einer Curve 187 (U 1, 213) 

Gewicht einer algebraischen Invariante 181 (II 1, 187) 

„ der Invariante einer Differentialgleichung 181 (II 1, 191) 
„ einer Operation (vgl. Index) 133 (II 1, 11) 

Gleichberechtigte Untergruppen 140 (II 1, 36) 

Grenzkreis 124 (I, 467) 
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Grenzstelle 133 (II 1, 8) 

,, eines analytischen Gebildes 200 (11 1, 274) 

Gruppe, abzahlbare 133 (IE 1, 11) 

„ allgemeine lineare 136 (II 1, 16) 

„ „ projective 179 (11 1, 177) 

„ continuirliche 133 (II 1, 12) 

„ der Differentialgleichung 132 (11 1, 6), vgl. Transformations- und Mono- 

dromiegruppe 
„ discontinuirliche 202 (II 1, 278), 206 (II 1, 291) 

„ endliche 133 (II 1, 11), binärer Substitutionen 801 (11 2, 169), allgemeise 
367 (n 2, 388 ff.) 
einfache 140 (II 1, 36) 
„ erweiterte 185 (H 1, 16), 142 (H 1, 43), 334 (II 2, 277) 
„ Fuchs'sche 304 (II 2, 169), symmetrische Fuchs'sche 319 (II 2, 237), all- 
gemeine Fuchs 'sehe 822 (IE 2, 236) 
„ Galois'sche einer Gleichung 148 (II 1, 62) 
„ gemischte 140 (U 1, 38) 
„ r-gliedrige continuirliche 136 (II 1, 16) 
integrable 166 (II 1, 87) 

von Integralen 36 (I, 121), 49 (I, 171), 377 (TL 2, 417) 
isomorphe 179 (II 1, 177) 
„ Klein'sche 322 (11 2, 236) 
„ specielle lineare 156 (II 1, 92) 
„ von Substitutionen und Operationen 131 (II 1, 3) 
„ transitive und intransitive 141 (11 1, 41). 

Halbbereiche 334 (II 2, 277) 
Halbblätter 334 (E 2, 278) 
Halbzweig 343 (II 2, 311) 

Harmonische Punkte (Pole) zu einem Kreise 200 (II 1, 271) 

„ auf einer Geraden 277 (II 2, 72) 
Werthe 306 (H 2, 177) 
Hauptcongruenzgruppen 273 (U 2, 55) 
Hauptdiagonale einer unendlichen Determinante 77 (I, 276) 
Hauptintegral einer nichtbomogenen Differentialgleichung 26 (I, 78) 
Hauptsubdeterminante 369 (H 2, 394) 
Hauptzweig 333 (H 2, 276), 336 (II 2, 287), 339 (II 2, 296) 
Hesse'sche Covariante 191 (H 1, 229), 296 (II 2, 135) 
Hyperbolische Substitution 199 (II 1, 268) 
Hyperbolisches Gebilde 206 (II 1, 292). 

Jacobi'sche Combinante 363 (H 2, 374) 

„ Thetafunctionen 267 (II 2 , 29) 

Jacobi'sches Umkehrproblem 206 (II 1, 296) 
Ikosaeder 291 (II 2, 123), 298 (II 2, 145 ff.) 
Imaginärer Kreis 280 (II 2, 84) 

Index einer Substitution oder Operation 332 (II 2, 270), 336 (II 2, 279), 366 (II 2, 350- 
Infinitesimale Transformation bei continuirlicher Gruppe 137 (11 1, 24), 182 (H 1, 193) 

bei projectiver Gruppe 202 (II 1, 280) 
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Register der angewandten Bezeichnungen. 441 

Integrable Gruppen 156 (IT 1, 87) 

Integrabiütätsbedingung 377 (II 2, 419) 

Integral, allgemeines bei homogener linearer Differentialgleichung 11 (I, 29) 

f, „ „ nichthomogener linearer Differentialgleichung 26 (I, 77) 

Integralcurve (-gebilde) 133 (11 1, 11), 167 (TL 1, 96), 169 (H 1, 133) 

„ rationale, elliptische 188 (H 1, 216) 

Integrale, entsprechende 166 (II 1, 121) 
Integralgruppen 36 (I, 121), 377 (11 2, 417) 
Integraluntergruppen (Hamburger'sche) 37 (I, 126) 
Integral, particulares 11 (I, 28, 29) 
Integralquotienten 173 (H 1, 148) 
Integration einer Differentialgleichung 6 (L, 12) 

„ „ „ durch Quadraturen 166 (11 1, 86), im Sinne 

Euler's 233 (11 1, 416) 
Intransitive Gruppe 141 (II 1, 41) 
Inyariante, absolute 184 (II 1, 200) 

„ . algebraischer Formen 181 (II 1, 187) 
Inyarianten, der biquadratischen Form 276 (II 2, 270) 
Invariante einer Differentialgleichung 182 (II 1, 190) 
eindeutige Form 314 (11 2, 211) 
Formen und Functionen, allgemein 196 (11 1, 260), für Gauss 'sehe 

Differentialgleichung 294 (R 2, 130) 
Functionen (Appell) 16 (I, 40) 
Invariante ganze Formen 314 (11 2, 211) 

Invariante Gestalt der linearen Differentialgleichungen 364 (11 2, 379) 
Invariante einer continuirlichen Gruppe 141 (IE 1, 39) 
„ gemischten Gruppe 142 (II 1, 42) 
der linearen Gruppe 136 (II 1, 16) 
„ lineare einer Differentialgleichung 183 (II 1, 197) 
„ Untergruppe 140 (II 1, 36) 

(vergl. auch Differentialinvariante). 
Irreductibilität einer algebraischen Differentialgleichung 149 (II 1, 66) 

„ „ linearen „ 27 (I, 83), 28 (I, 86) 

„ „ „ „ mit rationalen Coefißcienten 

160 (II 1, 105) 
„ eines Systems algebraischer Gleichungen 168 (11 1, 96) 

Isolirte Stelle der Unbestimmtheit 7 (I, 17) 
Isolirt werthige Function (Gebilde) 201 (II 1, 278) 
Isomorphismus von Gruppen 179 (11 1, 177). 

Klein'sche Gruppen 322 (H 2, 236) 

„ Functionen 322 (H 2, 238) 

„ Thetareihen 323 (II 2, 241) 

Erümmungsmaass, Gauss 'sches 283 (II 2, 96) 
Kummer'sches Princip 72 (I, 260) 

Lagrange'sche Beziehung (Identität) 20 (I^ 64) 
Lagrange *sches Theorem und sein Analogen 146 (II 1, 67) 
Lamä'sche Differentialgleichung 379 (11 2, 423) 

Sohlesinger, Differentialglaiohangeii. U, 2. 28** 
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Landen 'sehe Transformation 261 (11 2, 4) 

Laplace'sche Transformirte 111 (I, 401), 113 (I, 407), 231 (II 1, 407) 

„ Differentialgleichung 114 (I, 409) 

Le gen dre 'sehe Differentialgleichung 248 (II 1, 477) 

Relation 260 (H 1, 488), 251 (II 1, 491) 
Lemniscatische Function 289 (11 2, 116) 
Lineare Substitution, siehe Substitution 

„ Invarianten 183 (11 1, 197) 

„ Transformation elliptischer Integrale 276 (11 2, 67) 
Linear unabhängige Integrale, siehe Fundamentalsystem 

„ „ Systeme 34 (I, 113) 

Linienelement auf einer Fläche 283 (TL 2, 94, 95) 
Loxodromische Substitution 199 (U 1, 268). 

Menge von Elementen (Punkten), abzählbare 133 (IT 1, 9) 

Methode de continuitö 328 (II 2, 265 ff.) 
„ des limites 9 (I, 21) 

Methode der Variation der Constanten 26 (I, 76) 

Modulargleichung 303 (U 2, 166) 

Modulf unction, elliptische 206 (II 1, 298), 261 (E 2, 2) 

Monogene Function 6 (I, 12) 

Monodromiegruppe 160 (11 1, 102) 

Multiplicator einer doppeltperiodiscben Function zweiter Art 376 (II 2, 415) 

„ linearen Differentialgleichung 20 (I, 53) 
„ projectiven Substitution 199 (II 1, 267). 
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Negative Substitution 282 (U 2, 89) 

Nicht analytische Linie 322 (II 2, 238) 

„ homogene lineare Differentialgleichung 26 (I, 76) 

„ singulare Lösung einer Differentialgleichung 144 (II 1, 49) 

Normalcurve, rationale 188 (11 1, 216) 

Normaler Differentialausdruck 97 (I, 348, 850) 

Normale Differentialgleichung 326 (11 2, 249) 

Normalform einer Differentialgleichung 42 (I, 154) 

„ des elliptischen Integrals erster Gattimg 206 (II 1, 298) 

„ „ „ „ zweiter „ 260 (II 1, 486) 

Normalintegrale 96 (I, 342) 

Normalreihen 96 (I, 344) 

Normalzerlegung einer Gruppe 164 (II 1, 82). 

Obere Halbebene 268 (11 2, 34) 
Oktaeder 291 (H 2, 122), 297 (ü 2, 143) 
Operation erster, zweiter Art 334 (U 2, 277) 

identische, inverse, transformirte 131 (11 1, 4) 

(D und (5 342 (II 2, 304 ff.) 
Orthogonalkreis 271 (II 2, 48), 280 (II 2, 83). 

Parameter, wesentliche einer Gruppe 134 (II 1, 13) 
Parabolische Substitution 199 (II 1, 269) 
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Particulares Integral 11 (I, 28) 
Periodicitätsmoduln 205 (II 1, 293), 246 (11 1, 469) 

„ ,, „ des elliptiBchen Integrals erster Gattung 248 (11 1 , 478) 

Periodische elliptische Substitution 199 (II 1, 268) 
/I-Function 76 (I, 270), vergl. T-Function 
Picard'sche Resolvente 147 (II 1, 60) 
Picard-Vessiot'scher Doppelsatz 161 (TL 1, 71) 
Poincar^'schea Princip 303 (II 2, 164), 326 (11 2, 248) 
Poisson'sches Integral 212 (II 1, 324) 
Positive Substitutionen 282 (II 2, 89) 
Potentialfunction 212 (H 1, 325) 
Potenz einer linearen Substitution 30 (I, 93) 
Primform, algebraische 298 (U 2, 129) 

„ transcendente 317 (II 2, 219) 

Princip, der DualitÄt 170 (II 1, 139) 

„ Kummer'sches 72 (I, 260) 

„ Poincar^'sches 303 (II 2, 164), 325 (II 2, 248) 

„ Riemann'sches Symmetrie- 270 (II 2, 43) 
Projective Gruppe, Substitution, Transformation 179 (11 1, 177) 
Punkt oder Stelle 133 (II 1, 7), (vgl. singulare) 
Punktmenge, abgeschlossene, discrete, unabgeschlossene 133 (II 1, 8) 
„ perfecte, zusammenhängende 200 (11 1, 270) 

Quadrinvarianten 184 (II 1, 200) 

Quadraturen, Integration durch, 166 (II 1, 86\ im Sinne Euler's 233 (II 1, 415) 

Querschnitte 10 (I, 26), 102 (I, 367) 

Quotient einer Untergruppe 276 (TI 1, 66), 329 (II 2, 260) 

Rang eines algebraischen Gebildes 187 (II 1, 213) 
„ einer linearen Differentialgleichung 92 (I, 339) 
„ der Normalreihen 99 (I, 356) 

„ eines Systems von Elementen, von linearen Gleichungen 34 (I, 112) 
Rationalitätsbereich für algebraische Gleichung 148 (II 1, 62) 

„ „ lineare Differentialgleichung 162 (II 1, 74) 

Rationale Curve, Integralcurve 188 (II 1, 216) 
Rationalitätsgmppe 160 (II 1, 102) 
Realitatslinien 321 (11 2, 234) 
Reciprocitätssatz von Thomä und Frobenius 21 (I, 68) 

„ der Gruppentheorie 165 (II 1, 86) 

Reciproke Gruppen 160 (H 1, 70) 

„ Substitutionen 23 (I, 60) 

Reducirte Basis 132 (II 1, 6) 

„ binäre quadratische Form 279 (11 2, 80) 
„ Differentialgleichung einer completten 26 (I, 77) 
„ „ einer Familie 220 (II 1, 361) 

Reductibilität (vgl. Irreductibilität) einer Gruppe 160 (11 1, 104) 
Reduction der Transformationsgruppe 163 (II 1, 78) 
Regruläre Stelle einer Function 6 (I, 12) 
„ Theilung 210 (II 1, 314) 
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Reguläre Körper 291 (II 2, 122^ 

Reihe eines Systems, einer Substitution 30 (I, 92) 

Resolyente einer algebraischen Gleichung 136 (II 1, 19) 

Galois*sche 148 ai 1, 62) 

einer linearen Differentialgleichung 147 (II 1, 68) 

Picard'sche 148 (II 1, 60) 
Riccati'sche Differentialgleichung 302 ([I 2, 161) 

Riemann'sche Differentialgleichung und P-Function 70 (I, 262), 227 (!I 1 , 390» 
Riemann'sches Fortsetzungs- oder Symmetrieprincip 270 (II 1, 43) 
„ Problem 162 (II 1, 109), 366 (II 2, 382) 

Schleifen als Integrationswege 114 (I, 410) 
Schottky'sches Abbildungsproblem 321 (^I 2, 233ff) 
Schwarz'sche Ableitung 180 (II 1, 184, vergl. Berichtigung II 2, 426) 
Seiten eines Bereiches 208 (II 1, 307) 
Semicontinuum 200 (II 1, 270) 
Simultane Differenzengleichungen 377 (II 2, 419) 
Sich selbst adjimgirte Arten 176 (II 1, 167) 

Singulare Integrale (Lösungen) einer algebraischen Differentialgleichung 144(11 1,41^ 
„ SteDe einer Function 6 (I, 15) 

„ einer linearen Differentialgleichung 10 (I, 26) 

ausserwesentliche 66 (I, 197), 224 (II 1, 376) 
„ der Bestimmtheit 76 (I, 272) 
„ einfache 112 (I, 401) 
„ scheinbai-e 66 (I, 196), 197 (II 1, 266) 
„ der Unbestimmtheit 7 (I, 17) 
„ wesentliche 66 (I, 197) 
„ wirkliche 207 (II 1, 299) 
Specielle lineare Gruppe 166 (II 1, 92) 
Spiegelbilder 200 (11 1,, 271) 
Spiegelung 269 (II 2, 39) 
Sphärische Dreiecke 291 (H 2, 120) 
Stelle (vergl. Punkt) 

„ eines Coefficienten einer Substitution 30 (I, 92) 
Stereographische Projection 290 (II 2, 120) 
Stufenzahl eines Gebildes 136 (11 1, 21) 

„ des Isomorphismus 179 (II 1, 177) 

Subordinirt siehe untergeordet 
Substitutionen, ähnliche 32 (I, 102) 
„ componirte 30 (I, 92) 

Substitution, canonische 32 (I, 106), 37 (I, 127) 
identische 30 (I, 94) 
inverse 30 (I, 94) 

erster, zweiter Kategorie 358 (II 2, 868) 
lineare 12 (I, 34), 30 (I, 91), 34 (I, 114) 
projective 179 (II 1, 177) 
reciproke 23 (I, 66) 
transformirte 31 (T, 101) 
transponirte 30 (I, 95) 
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Superficielle Länge 286 (II 2, 101) 
Supeificieller Inhalt 286 (11 2, 101) 
„ RadiuB 807 (II 2, 184) 

Symbol, infinitesimaler Transformation 137 (II 1, 26) 
Symmetrie in Bezng aaf Ej*eiB 269 (11 2, 39) 

„ -Prindp 270 (II 2, 48) 
Symmetrischer bilinearer Differentialausdruck 26 (l, 78) 
Symmetrische Fundamentalbereiche, Fuchs 'sehe Gruppe 819 (II 2, 227) 

„ Klein^sche Gruppe 322 (II 2, 237) 

System coigugirter Substitutionen 131 (II 1, 8) 
„ Ton Elementen 34 (I, 112) 
„ erzeugender Substitutionen 132 (U 1, 6) 
„ Fuchs^scher Zetafunctionen (siehe Zetafnnctionen) 
„ unabhängiger DifferentialinYarianten der linearen Gruppe 136 (II 1, 16), all- 
gemeiner Grupi)en 141 (11 1, 40) 

Tangentialebenen verschiedener Stufen 169 (R 1, 134) 
Tetraeder 291 (H 2, 122), 297 (ß 2, 140) 

Tissot-Pochhammer'sche Differentialgleichung 243 (II 1, 466) 
Thetareihen bez. Functionen, Fuchs'sche 306 (U. 2, 176) 

Jacobi'sche 267 Ql 2, 29) 
Klein 'sehe 323 (H 2, 241) 
Weierstrass'sche 206 (ü 1, 296) 
Transformation 134 (II 1, 13) 

Fuch8*8oher Functionen 329 (E 2, 268), 330 (H 2, 264) 
elliptischer Integrale erster Gattung 276 (11 2, 67) 
Landen*8che 261 (II 2, 4) 
infinitesimale 137 (II 1, 24) 
. „ „ bei projectiyen Gruppen 202 (Q 1, 208) 

„ einer Operation 131 (II 1, 4) 

„ „ Substitution 31 (I, 101) 

Transformationsgruppe einer Differentialgleichung 160 (EL 1, 69) 
Transformationsrelationen 181 Ql 1, 186) 
Transitive Gruppen 141 (II 1, 41) 
Typus, algebraischer innerhalb einer Art 174 Ql 1, 166) 

„ holoedrisch isomorpher Fuchs'sch^r Gruppen 308 Ql 2, 184) 

üeberall dicht 200 (H 1, 271) 

Uebergangssubstitutionen 122 (I, 443), 129 (I, 477 ff.) 
IJeberschiebung von Formen 298 (II 2, 146) 

„ „ Functionen 363 (II 2, 376) 

Umgebung eines Punktes 10 (I, 26), 183 (11 1, 8) 
(Jmkehrproblem, Jacobi'sches 206 (11 1, 296) 
Umkehrungsfunetion des Integralquotienten 196 (II 1, 262) 

„ „ elliptischen Integrals erster Gattung 260 (II 2, 2) 

Unabhängige infinitesimale Transformationen 137 Ql 1, 26) 
Unabhängigkeit der Monodromiegruppe von einem Parameter 228 Ql 1, 394) 
Unabgeschlossene Punktmenge 133 (II 1, 8). 
Unabgeschlossenes Continuum 133 (II 1, 9) 
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üneigentlich discontinuirliche Gruppe 202 (II 1, 280) 

ünimodulare Substitution 81 (I, 288) 

Untere Halbebene 268 (11 2, 34) 

Untergeordnete Differentialgleicliungen 826 (11 2, 252) 

„ Dreiecksfunctionen 803 (U 2, 166) 

Untergruppen, algebraische der linearen Gruppe 136 (EL 1, 22), 148 (11 1, 45) 

endliche algebraische der linearen Gruppe 801 (II 2, 159) 

ausgezeichnete oder invariante 140 (U 1, 36) 

mit endlichem Quotienten 829 (II 2, 261) 

gleichberechtigte 140 (II 1, 36) 

Hamburger 'sehe von Integralen 37 (I, 126), 54 (I, 192) 

m-gliedrige 140 (II 1, 36) 

TOn Permutationen 136 (H 1, 19) 
Unver&nderlichkeit, formale und als Function Ton x 152 (11 1, 77). 
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Verschiebungen in der Ebene 283 (11 2, 93) 

„ auf Flächen constanter Krümmung 285 (D 1, 101) 

Verschmelzung 212 (II 1, 324) 

„ gürtelförmige 212 (11 1, 826) 

Vertauschbare Substitutionen 878 (IT 2, 407) 
Vertauschung yon Parameter und Argument 231 (11 1, 408) 

„ „ „ „ ,, Aberscher Satz 282 (U 1, 411) 

Verzweigungsstelle mit bestimmter Verzweigung 7 (I, 17) 

„ „ unbestimmter Verzweigung 7 (I, 18). 

Vollständiges System linearer partieller Differentialgleichungen 184 (TL 1, 14*, 
139 (H 1, 32) 

Weierstrass'sche Thetafünction 206 (11 1, 295) 

„ Relationen 255 (11 1, 506 ff.), 256(11 1, 510, 518) 

Wesentliche Parameter einer Gruppe 184 (II 1, 13) 

„ singulare Stellen 55 (I, 197) 

„ „ „ nach Weierstrass 7 (I, 17) 

Wirklich singulare Stellen 207 (II 1, 209) 
Windungspunkt, ^-facher algebraischer 89 (I, 135). 

Zeile eines Systems, einer Substitution 30 (I, 91) 

Zetaformen 862 (11 2, 870) 

Zetafunction, elliptische 852 (11 2, 838) 

Zetafnnctionen, Systeme Fuchs'scher 858 (U. 2, 840) 

Zetagruppe 358 (H 2, 840) 

Zugehörigkeit eines Integrals zu einem Exponenten 40 (I, 140) 
„ einer Thetafimction zu einer Zahl 813 (ü 2, 209) 

„ eines Systems Fuchs 'scher Zetafnnctionen zu gewissen Gruppen 

853 (II 2, 840) 

Zusammensetzung von Differentialausdrficken 17 (I, 45), 19 (I, 50) 
„ einer r-gliedrigen Gruppe 140 (11 1, 36). 
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